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VOltWOllT. 


Wie (lie frtlliorn Aufla«'on, so soil der Abiiss nitoli in .seiner jet/Jg'( 3 n (histiilt (niio 
Icnr/.e ileber-sieht tlber die f'ini(livmeiil(il<5ii .lOigouHcOiafton dcr 'riietiifiunitioiuni eiiun' V(',r- 
ii)i(l(3rli(di(5n denen in die Hand y-elnni, wcbdnj cine {^Tiiasere Voi’](!.sun^' illxvr elli]il:iM(!he 
;i.<’’iiiKJti(nieii hiiren. Dio unentlnilirlkdien .Slttze aiis (bn- allgenneinen Fimelioncintiicoib*. siiul 
oinUnfceiid veraufgeacdiieki., inid xwar mnih einer Metliode, weieVic niif lli(',niaiiJi’H ^■ciiiale 
Siltxe. nnd Gel)ilde loitet. l'lill(^ rein auf INifieiixceiluiii .si<!li HtUtzende Ftin(!tion(Mtt;lie(n-io 
g'cwillirl; (luveh ilus^ Cojisefiiuni/. ginvinH HiifruHlifi'uiif*:, aiidnn-Mc'dtH alter i.st fllr miiili 
znnvilVvlloR, das.s cine wirlclifslui lOiinsiclit. in (diien alf^ebrnisc.lien .Fiinetionenliertneli ninl doK.sen 
Intejjfrale niir anf Grrinul (btr YomteUini{ji‘ Kieinann’ac-be.r k’Uielnni ndift-lieh ini-. 

Dio itcuc Aiiflnfjfc otdbiiU cini}^'e UiiterRUcluin{;''en (lor IVtlhern liber niiendlu-b V(*,r- 
Kilf-'erte Gonvergenz luub (leltic.tHHtc-ligkeil, die lunde in don eleinenhircii Lebrblleliern '/a\ 
liudtvii 8111(1, nicbt inelir, Ancb die Mannigfalligkeit dor Danstelliingstni-ineii isl: tstwas Ite- 
sclirllnkt Avordcn. Daf'llr Hind die tlopjielk jierindisolien I'kiiie.lbMien nnd cHijttiHe.lien Integralo 
voliBtilndiger bohandelt, innl es isl; mein lleHtreben gew(;8eii, da.s Hutdi jtrakiiHch braueJi- 
Itariu' zu nuiehen, ku widelunn i^week uoeh ItcsnnderH cine Hainniliing "I'cn Fnrnien inid 
Donneln aiigcldlngt i.s(;. Manelie nenci'o, llnterRUcliung Imt Plntji getuinbm. 

Dio Ilexeielmung (b>.r eliiittmcheu Fuaidbrnen ist die llberlielbrte Jaenbi'selni, oh nind 
abcr iinter deni ^Pext aneb die Wcioi’Htra8s’«ehon Fiine.tioiKvn deiinirt, mid Hire Bexiebungen 
55U dun alten Formen angegeben. 

Von groBsoriin Werken, wie Briot iind lloiKjueb Iviinig.sberger, Itaiieenberger, 
Ilaljthon, Durdge, devn mebr liistoriseli gcdialteiien von ICnneper imd andern nnterHolicidet 
sicb das vorliegondo Bueb (lurch seine kiuqipcre Form und sein boaclirUiilclereH Ziel, 
■welobos die allgemeino Transformation auasohUcsst, abor niioli, wie ieli glaube, violfaeli 
in dcii eingcscblageuen Wegon; und so hoilis jeh, tlass dasselbe, wie die IrJlheren Auf- 
lageii, aiieh in seiner neuen Gestalt iieben jenon wird bestehcu uiid scinen Zweek or- 
flllleii kOinieii. 
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li’unctioiiGntlieorio. 


Einloitiing^. Dio Thotafunctionon pflogon nioht so sohr lun ihrov solbst willou sliulii-t /,u 
wordon, nls wogon dor molirfacli poriodisohoii Functionon, dio als Qtiolionton dovsolbon darstollbar sind. 
Uoschrilnkt man sioh wio liior auf oino Vovftndorlioho, so sind os dio doppolt i)oriodi8clion ]<'unetionoii, 
dio durch Tliotafunctioion oinor Vorilndorliobon iln-o oinfachsto Darstollung findon iind sich aus ilmon 
abloiton lasson. Umgokolirt abor ftllirt das Stiulium dor doppolt poriodisohoii Funotiouon mit oinor 
gowisson Notluvoudigkoit auf dio Thotafunctionon. Dio Kigonschafton diosor analytisclion Dobildo lasson 
sioh mit ziomlichor Vollstilndigkoit duroli dio Motliodon dor sogonanntou olomontaron Functionon- 
thoorio auftiudon. Don Untorsohiod zwisohon oloinontaror Functiononthoorio and dor allgomoinon odor 
dor Functiononthoorio sohloohthin will ioli daboi in folgondor Woiso vorstandon wisson, — Dio oloiviontaro 
Ikuiotiononthoorio bout ihro Bogrilfo auf dio l^otonzroihon auf und loitot iliro Siltzo ana dor Darstollung 
dor Functionon durch Fotonzroilion hor. Lftsst sioh oino Function von « an dor Stollo a duroli oino 
Hoiho darslollon, dio nur ganzo positive Polonzon onthillt, lftsst sioh also fllr oin boslimmtos Worth- 
gobiot um a dio Function /'(z) in dio Form bringon 


/■(z) /’(«) -I- iz~a)rin) -I- -k r(«) -k . . H- ' *^5“ 'k . 

so hoisson /'(«)) dio orsto, zwoito, . , nto . . Abloitung von f an dor Btollo a. 

Ds kann abor a wiodor yorflndorlioh gonommon, wiodor « fllr a gosotzt wordon. Daduroh dass dioaos 
m jodo boliobigo Nftho oinor Stollo gobracht wird, dio irrognlftr ist, in dor oino Darstollung dor Function 
duroli oino nach ganzon posilivon Potonzon fortsohroitondo lloiho nioht mOglioh ist, Iftsat sich zu- 
woilon dor Bognift’ dor Abloilmig auch auf singulftro Stollon ausdolmon. In diosor Ilogronzung doa 
BogrUfos nAbloituug'' soho ioh zugloioh dio Bogronzuug doa Bogrlfl'os „olomoutar“. Dor BogrilT doa 
Ditroroiitialquotionton als dos Gronzworthos oiuos gowisson Quotionlon hat oinon wohlbosliminton 
Sinn in unondlioh violon Fftllon, in donon dor BogrilT dor Abloitung in dom hior gobrauohton — 
nicht anwondbar ist. Exislirt oino Abloitung, so iat aio zugloioli DiiTorontialquotiont. Aolinlioh 
sich fllr das Integral oino BogriiTsbostimmung duroli Potonzroihoii, dio dio olomontaro liois"'*- 
gobon und oino allgomoinoro duroli don Grenzworth oinor Summo. Dio allgomoiiio Func'*" 
goht also im Gogoiisatz zur olomontaron bol dor Untorsuohung dor Funclionon nicht von vo 
priucipioll von ihror Darstollung duroh Potonzroihon aus, sio ontsolilftgt sioh abor dor Hilfsn 
dio Thoorio dor Potonzroihon biotot, koinoswogs. FUr dio sogoiiannton analytisolion Functl 
von solchon wird hior wosontlich dio fiodo soin — , dio olomontar durch Potonzro?''''" 
stollt sio oino Iiifluitosimnlbodingung auf, golangt abor soliliosslioh auch zu dom Ros 
doflnirton Functionon duroh Potonzroihon darstollbar aoion, Trolz diosos Endr''""’'- 
don Motliodon dor allgomoinon Functiononthoorio Gobrauoh gomaoht word'- 
dio Eiusioht in dioson StoiT duroh jeno Mothodon dock nioht unorhoblic' 


Thomnot TIiolAfiinotlunon. 



liftngigkoit manolior Siltzo Ubor Functioueu von iliroi’ Davstollbarkoit (luioh Potonzroihon iat olinobiu 
an sieh von Inteiosse. Dio Mothodon, die liior zuv Vovwendung koininen, wondon sicli ziiwoilon an dio 
Intuition, naraentlioli boi don SJltzen, dio don Bogriff ,ZuBninmonlmng“ ))otro(ron, dor lad don Hogonanntou 
Eiemann’schen Fltlchon auftritt. Donjonigon, woloho dies tadolu luocliton iiiul dio llioniann’HC-lioii 
FUlohon als der leinon Analysis fiomd von dor Functionontlioorio forn lialton wollton, inusH ioli dio 
Frago ontgegonstollen, ob sio os houto selion wirklich fllr indglich lialton, zu oiiior vollkonmiouon Fjin- 
sioht liber mehrdeutigo, insbesondoro llbor algobraisclio Functioiion iind dorou Intogralo zu golangoii, 
wenn das Aiigo der Intuition goscblosson wird und dio aualytisclion (iobildo mir niit doiii Atigo dos 
disoixrsivon Doiikens bctrachtot wordon. — Wonn wir nun boi uusoroin Vorgolioii oinorsoilH otwas woil 
ausholou, als ob dio olomentaro Fiinotionontboorio nocli unbokannt wilro, wonn wir abor audoioi'HoilH 
nicht so gaiiz oinfaelio StUzo dicsor Tlicorio wio z. B. dio Motliodo dor unbostinimtoii (bainioionfon olmo 
Weiteros bonutzoii, so bedaif dioso luconscquonz itn Voraus dor ICntHcluildignng und Mntivirung. Dio 
olomentaro Fiiuctiouontbcorio wird in iliron Hauptslltzon in dor That als bokannt vnrauHgomdzI. Von 
dor Exponontialfunction und dom LogaritlunuH, don goniomotrisolion und oyolomotriHolion Fimolionou 
wil’d sogloich Gobrauch gcniacht. Gloicliwolil oribrdort dio noiio BctraclitinigswoiKO und dio vorilndorlo 
Definition dor analytiscbou Function oin gewissos Eingolion auf dio alloroi’Hton Dingo, und nianolio 
wolilbckaiinton Sfttzo sind nach don nouon Mothodon horzuloitou, tlioils um dorou llrauolibarkoit zu 
zeigon, thoils aiich um dio Anwondbarkoit auf nocli unbokanuto Gobildo vorzuboioilou. Kn wird on 
begroiflieli soin, waniin os zwar hior fllr ndthig oraclitot wird IClomoutnroH viollach zu orweisou, waruiu 
abor auf lliokcnloso Vollstllndigkoit im Elcinontaron Vorziclit goloistot wird. 

Es darf abor auch nach oinor niidorn Kichtuiig hin Vollstilndiglccit nicht crwarlot wordoii. Das 
Ziol diosos Workebons ist oin bostimmt bogronztes. Dio Functiononthcorio wird hior iiur snwoit bo- 
handolt und os wordon im Wosontlichon nur solcho Fuuctionon, Hlllzo und Mothndou vorgohraohl, dorou 
Kountniss fllr dio TJntorsuohung dor Tholafunotionon , dor dopiiolt iioriodiHolion l'’unotionoii mid dor 
olliptisclien Intogralo nSlhig ist. Abor auoh in Bozug auf dioso Fuiictioiiou logt slch diosos lliioli nocli 
dio Bosclirllnkmig auf, dass cs dio allgomoino Transformationslhoorio von dor Bohaudluug ausschliossl. 

§ 1. Dio comploxon Zahlon, d. h. dio Zaldon z von dor Forma: -l-f/i, worin }>■•> <\/- 1 int 
und .a- und y reollo Zahlon sind, bildon oin stotigos Griissongohiot von zwoi Ausdohuuugou. .EboiiHo 
bildon dio Bunkto oinor Ebono oin stotigos (IrOHSongebiot von zwoi Ausdohuungon. Man ist doshalli im 
&tando, nut Gauss dio comploxon- Zahlon auf dio Punicto oinor Ehono so zu iioziohoii, dass iodcr 
Punkt dor Ebono alsTrllgor oinor comploxon Zalil aiigosolion wird und jodor Zalil oin Piinkt ontspricht, 
und dass mit jodor stotigon Aoiulorimg dor Zalil oino stotigo Aoiidormig ilirns Orlos und nmgokohrt 
vorbundon ist. Ob dio Eiiuloutigkoit oino ausnahmsloso ist, und ob os iiioht aiicli MiiuuigfaKigkoilou 
''ll zwoi Ausdohnungou giobt, doron Puiikto sicli don Zalilon niolit oiiidoulig zuordiioii lassoii, wird 
'ifnvor Erdi'torung vorbobalton. 



§ 1 ] 


3 


Umgokolirt dvllokon sick auch absoluter Botrag und arcus loioht duvoh dou reollon und iniaginaren Bo- 
standtbeil dor Zahl z, also dureh x und y aus. Es ist nilmlich 

ahs (z) = r = \/x'^ y^, arc (z) = < — arc Uj (j/ : ru) , 

worin das Wurzelzoiclion slots positiv m nolimon, dor Winkolbogou aber in dem Quadranton zu nehmon 
ist, in wolchotn dio Zabl z liogt. 

Comploxo Zahlon, doron Triigcr symmotriscli zur Aebso dos lloollon, zur a;-Acliso liogon, doron 
imagintlro Bostandthoilo ontgcgongosotzto Zoiohon baboii, lioisson conjugirt. Ihro arcus sind ontgogon- 
gesotzt, iliro absoluton Betrilgo gloiob, — Dio Polardarstollung oinor Zahl ist nicht viUlig oindoutig, 
so zwar, dass zu jodcrn absoluton Botrago imd arcus nur oino Zabl gohOrt, dass abor umgolcohrt zu 
jodor Zabl unondlioh violo arcus goboron, dio siob mn oin Multiplum von untorsolioidon. Liogt dor 
Winkol zwisclicn — jt ausBcbliosslicli und +jr einsehliosslieli, so nonnon wir dio Darstollniig dio 
Hauptdarslollung, don arcus don Ilauptarcus dor Zabl. Dor arcus dor Zahl Null ist giUizliob 
unbostimint. — Dioso Mohrdoutigkoit mabnt dazu, dio Polardarstollung inlt oinor gowisson Vor- 
sicbt zu gobraucbon. In allon Ausdrllckon abor, in donon dor arcus als Arguniont dor trigono- 
metriscbcn Functionon sinus, cosinus, tangons auftritt, koinmt dio Violdoutigkoit nicht in Botraclit, 
weil dioso Functionon dio Poriodo 2jr liabon, also fdr alio mbglicbon Wortho dos arcus donsolbeii 
Worth anuobinon, 

Wir orinnorn an diosor Stollo an dio bokannton Siltzo, dass das Product zmoier complexcn Zahlen 
das Product ihrer uhsolulcn Bclrtlyc zwn absoluten liclrdy, die Suimne ihrer arcus zum arcus hat, und 
dass der Quotient zweier Zahlen den Quolienten dcr absoluten Petrilgc zum absoluten lietray, die Pifl'erenz 
der arcus zum arcus hat, wolcbo Sdtzo aus dor Gloicbung z — re‘'^ nnniittolbar folgon. 

In Zoicbon: 

abs{a . a') «= ahs a . ahs a*, arc {au') — arc a -|- arc a*, ahs {a ; a') = ahs a : ahs a', arc (a : a‘) h-3 arc a — arc a'. 

Das Zoiohon (congruont) bodoutot bior, dass dio boidon Soiton sicli uin oin Multiplum von "ist 
uuterseboidon dllrfon, 

lliltto man dio Absicht oino Thoorio dor Expononlial- und Kroisfunctionon als Functionon oinor 
comploxon VoWlndorliobon zu ontwickoln, so ddrCto man cost-i-isint nicht diircb e‘^ orsotzon und 
mllssto cos t und sin t als dio ICatboton oinos reolitwinkligon Droiocks mit dor Ilypotonuso 1 und dom 
Winkol t ansobon. Hior wird jodoob dio Erwoitorung jonor Functionon fUr comploxo Yorilndorlicbo 
als bokannt vorausgosotzt, und es worden nur dor Analogic balbor mit bbboron Trausoondonton bior 
und da Eigonscliafton dorsclbon ontwickelt. Ebon doshalb ist auch I bior als oino Znbl, als dio Maass- 
zabl dcr Lilugo oinos Kroisbogons mit don Ilalbnicssor Eins, und nicht als oin in (iradon ausgodvUcktor 
Winkol aufzivl'asson. 

Wir orinnorn fornor an don Satz: Ist a = a -|- dio Sununo zwoior comploxor Zablou 
a* = «' + |9'/, a'* ~ + (V'i, so ist stots 

ahs a ^ abs a' -|- ahs 

Stollt man sich nilmlich dio Zalilon a, a\ 
graphiscb dar, wio dies in nobonstobendor Figur goschioht, 
und zioht von oino Parallolo zur aj-Achso bis zum 
Trilgor dor Zabl a*'-\-cd, so sind (a', ci) und 

(o, a') congruonto Droiocko, und domnacb dio Strocko 

oa' gloich absa'^r'. Fornor ist ahs a'* 

■= r", oa = ahs a » r. Es bildon r, r*, r*' oin Droi- 
ock, und da immor zwoi Seifon oinos Droiocks zu- 
sainmon grSssor als dio dritto sind, so ist abs a < ahs a' 

-t- ahs a'\ Avoun nicht r/ luul a*' gloioho Winkol (in 
gloiohen Quadranton) Imbon, in welohom Fall© ahs a 
<=■ abs a* + abs ist, 

1 * 
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[§§ 1-2 















Die Differenz a zweier complexer Zahlon a' und a“ hat die 
Strecko zwisehen deu Ti-agern der beiden Zahlon zum absolutcn Bo- 
trage, und den avcua des Winkels, wolchen diese vom Subtrahendus 
zum Minucudus hin geriehtete Strecke mit der poBitivon a;-AeliBO 
macht, zum arcus. 

Stollt man nilmlich die Zablen a' = 
und deren Difi'erenz a," — a' = a = « + /?« grnphiseh dar, so sind 
die Dreiecke {a\ a‘—a", a") und (a, a, d) congruont, und domnach 
dbs (a) == ?• — (a', a'% und es ist (a, a) in gloioliom Sinno parallol (a', a"), also doi* nrous, den die Zabl a 
besitzt, derselbo als der des Winkols, wolchon dio Strocko (a', a") mit dor positivon ar-Achso maolit. 

Die Eoprllseiitation dor comploxon Zahlon durch dio Punkto oinor Ebono gowilhrt mancbo Bo- 
quemlichkeiten, naraontlicli bei Bostimmung von Zahlengobioton und fllr dio Tormiivologio. So ist eino 
stotigo oinfach ausgodelinto Zablouroihe durch eino irgondwio gogobouo Ourvo, doroii l^unkto dio Trilgor 
jenor Zahlon sind, ausroichond bostimmt. Odor os wird durch oin aus dor Ebono ausgosolmittonos Stllek 
eia zwoifach ausgedohntos, bogronztos Zahlongobiot gonau dofinirt; z. B. durcli oinon urn don Anfangs- 
punkt dor Goordinaten mit dom Radius Ic gosclilagonon Krois wird oin Zahlongobioi; alrgogronzt, wolehos 
analytiseh durch dio Bodinguug ahs z <,k gogobon ist. Es ist fdr manclio UntorHuclnuigon wichtig, 
solche aus der Ebono goschnittouo Sttlcko in Bozug auf dio Ordnung ihros ZuKiimmonhangos zu clia- 
rakterisirou, was zuerst Riomann gothan hat. 


§ 2. Zusammonhaug. Riomann hat gofundon, dass jodoni Stllek oinor oboiion odor kriunmon 
Flllche, welcho sich nicht durch Spaltuug vorzwoigt, oino oharaktoristisoho Zahl zugohtJrt, wolcho or dio 
Vielfaltigkoit ihros Zusainmonhangos nonnt. Es wordo gloich hicr bomorkt, WUH obonfalls von Ric- 
mann ontdoekt wordon ist, dass man dio algobraisohon Funetlonon, und dalior aiich dio algobraisohon 
Curvon, mit bestimmton goschlossonon Elllchon in oindoiitigo Boziohung sotzon Icaiin, fllr Avolcho dio 
Zahl, dio dio Violfaltigkoit dos Zusainmonhangos angiobt, stots ungorado, also von dor Form ip -|- 1 ist. 
Die ganzo Zahl p nun wird houto das aosohlooht dos algobraisohon Gobildos sowohl, als auch dor 
zugehorigon Ourvo gonannt. Es spiolt dioso Zahl in dor Analysis sowolil als in dor Gooinotrio oino 
grosso Rollo, dio ihren Grund wosontlioh darin hat, dass dioso Zahl allon Gcbildon, dio auf oinandor oin- 
deiitig bozogen wordon kdnuon, unvorllndort zukommt, dass sio oino absohito Invaria nto ist. Wir brauchon 
auf dieson Bogriff zunllchst nuv insowoit oinzugolion, als os sioh urn EbononstUcko haudolt, dio immor 
als wirklich zusammonhllngoiido godacht wordon, dio nicht aus gotronnton Bttickoii bostolion, auoh nioht 
aus solchon, dio otwa nur durch Linion (olino Broito) mit oinandor vorbiuulon sind. In oinera zu- 
Rammonhitngeudon Stllcko kann man von jodoin Punkto zu jodom andorn mittolH oinoa im Stllcko vor- 
ufondon Zugos golaiigou, dor dio Bogronzung wodor tlborschroitot noch borlllirt. 

Eino im Innorn oinos PlUclionstUckos vorlaiifondo, sich nicht solinoidondo (knotonloso) Linio 
t man oinon Quorsolmitt, wonn sio zwoi Punkto dor Bogronzung vorbindot, Vorbindot dio Linio 
zwoi Punkto dor Bogronzung, sondorn kolirt sio in sich solbt zurilok, wio z, B. die Kroislinio, so 
flioso Linio oin Rllckkohrschnitt, 

Linfach zusammonhltngond hoisst oin Ebonoustllek, wonn os duroli jodoii in ihm mOglicbon 
KUoliliehr- odor Quorsolmitt zerstllckolt, d, h. in Tlioilo zorlogt wird, dio nicht mohr zusammenlitlngon. 
Einfaeh zusammonhangond ist z. B. dio Flilolio oinos Kroisos, oinor Ellipse, oinoa Parallologramms, und 
auoh dio ganzo imondlicho Ebono. 

p,.. Vorstehen wir hior untor oinor oindoutigon Deformation oinos Ehonon- odor gloich auch 
FlachenstUokes eino solcho Vorzorrung, Dohnuug, Zusammonzioliung odor auoh Biogung, Abwickolung 
desselbon, welohe kein Flfiohoustllck in gotronnto Stllcko zorroisst odor gotronuto Xheile zusammoU' 
fliesseu litsst, lltngs vorhor von oinandor gotrennter BegronzungBstlloko mit oinandor vorbindot, koino 
Lin 10 in omen Punkt, kein Flllchenstilok in oino Linio vorwnndolt, odor umgokohrt oinon Punkt zu oinor 
Linio auseinandor zloht, kuvz oino solcho Abflndorung oinos Stllckos in oin andoros, boi der zwisehen 



den Punkten des evsteii uiul Kwciton oino oin-eincloutigo liozioliung bcstclit, bo dass jodom Piinkto dee 
ersten oin und nur oin Punkt doa letztovon ontspricht und umgekohrt, — bo iat os boinalio selbstvor- 
Btitndlich, dasa boi jeder oindoutigon Deformation oin oinfaoli '/aisammonbiingondos Stuck oinfach zii- 
sammonldtngend bloibt, dass die Eigonscbait oinfach Kusammonliilngond m aoin diosor Doformation 
gegcntlbor oino Iiivarianto, oino unvoWlndorlicho Eigensebaft iat. Bonn jodom knotonloaon Zugo in 
dom oinon StUcko ontspriclit oin obon Bolchor ini doformirton. Von alien Slltzon, dio don oindoutigon 
Deformatioiion gogonllbor Invavianton sind, aagt man, daas sio dor „Analy8ia aitua" angohiiron. 

Dio Eogronzung oinos oinfach zuaainmonhllngondou Ebonon- odor auch PlitebouBtllckoa boatobt 
aiiB oinom oinzigon (knotonloson) continuirlichon, in aich zuvilck laiifondon Zugo, wonn das Stilok tlbor- 
haupt bogronzt ist. Boi oinor Bogronzungslinio liegt daa bogronzto FUiohonstllck ontwodor nur auf 
oinor Soito, odor zuwoilon abor auch auf boidon Sciton. Eino Doformation, wclcho dio boidon Ufor oinor 
Linio im lotztoron Fallo von oinandor tronnt, ist nicht otwa oino aolclio, dio aio in Stitoko zcnoiBst, 
sondorn oino solcho Trouming iat oino zulRaaige. Wonn boido Ufor oinoa Stroifona bogronzon, bo ist ob 
ganz gloicbgiltig, ob dioso woit von oinandor odor naho boi oinandor liogon, ob aio bo zu sagon uiiond- 
lieh nabo zuBammon liogon und dio boidon Soiton oinor Linio bildon, dio fllr das Augo obon nur oino 
Linio iat. Ein Zug abor, dor llbor dio ganzo Bogronzung goht, muss Ubor boido Ufor laufen, wonn 
boido bogrouzondo Bind. 

BcatJludo dio Bogronzung doa StUckos T ana miiidoBtons zwoi gotronnton Liuion, bo kiinnto man 
dioso wogou dos vorauagCBOtzton Zusammonliangos duroh oinon QuorBolnutt I vorbindon, und diosor 
konnto r nicht zorstuckoln. Donn da I dio Bogronzung nur im Anfanga- mid Endimnkt trilft, ao 
kann man atota von oinom Punkto auf dom oinon Ufor von I zu dom boimohbarton Punkto auf dom 
gcgonUborliogondon golangon, obno das duroh I und dio frUlioro Bogronzung oingorahmto Stllek T* zu 
vorlasson. lliorzu braucht man nur lilngfl / auf domaolboii Ufor bloibond bis zu dom orstou Bogronzungs- 
stUok von T zu gohoii, dann dionos, wolclioa von I niobt wiodor gotrolfon wild, vollatiliulig zu mnlaufon, 
bis man auf dom andorn Ufor von I ankonunt, and kann nun auf diosoin Wogo bloibond zu dom fost- 
gosotzton Endpuiikto golangon. Vorbindot also oin Zug in iT zwoi Punkto mm\ so goscbiolit dies out- 
wodor an sioli duroh oinon in T vorlaufondon Zug, odor diosor sclmoidot I Dunn tronnt man 
diosou Zug duroh I und vorbindot dio gotronnton Stdcko duroli don obon boachriobonon Umgang 
und Btollt so duroh Addition oinoH nouon Zugos zum niton oinon Wog lior, dor m mit m' in T vor- 
bindot: Es iflt also I oin niobt zorattlokolndcr Quoraolinitt, T gcgon dio VorauBBOtzung nicht oiiifacli 
zusammonbltngond. 

Ellr oin obouoa Stdek gilt nucli dor mngokohrto Satz. nesleht die game. Begnnzimj ebics 
Stilches aux einem milmuirlicJten knolcnloxen Xtige, so isl es cinfach zusummenlUlngend. ICr lilsst sioh 
natlU’lich unmittolbar auf solcho krummon Elltohon dbortragon, dio in oino Ebono oindoulig doformirbar 
sind. Wir borufon uiih auf dio Intuition, wonn wir don Satz anssprochon : oino knotonloso, in bIoIi 
zurdek laufondo odor gosohlossono Linio s in oinor Ebono thoilt diosolbo in zwoi Tltoilo, dio so bo- 
schaifon sind, dasB man aus dom oinon in don andorn niobt in dor Ebono golangon kann, obno dio 
Linio s zu ilboracliroiton. Bildot nun dio goschloBSOiio, oontiiiuiiiiclio, knotonloso Linio s dio Bogron'/'*”~ 
oinos ISbonoiiBtttckos 3’, so wird diosos duroh jodoii QuorBchnilt I zorstllokolt, in zwoi Thoilo y 
Donn da I zwoi Punkto von s vorbindot, so wird duroh dioso Punkto s in zwoi Stdcko inul a’j : 

Dio Linio und das oino Ufor von I — oh soi /( — bildon oinon continuirlichon, gosohlossor'"’ ^ 
bogronzon doslialb oin Gobiot '1\, Das andoro Ufor /2 bogronzt niit^j zusammon oin Gobio 
Ti sind gotronnto Stlloko. — Ist I oin Rdckkolirsolmitt, so bogronzt doraolbo oin Stilok, 
nicht lioraus zu oinom Punkto aussorbalb, z. B. zu oinom in dor Nllbo von s in T golc 
golangon knnn. Also jedor Quor- odor Rlickkolirschnitt zorstllokolt y, dio Plllolio ist oin) 
hllugoud. Dass dio ganzo uuondlicho Ebono oinfach zusammonhllngond soi, ist anschaulioh klar. 
Dass abor jodos bogronzto, oinfach zusammonhilngondo, obono odor in oin oboncs doformivbaro Stilok 
oindoutig in dio Elllcbo oinos Kroisos odor oinos Parallologrammos doformivt wordon kfinno, darf obon- 
falls als duroh Anscliauuug ovidont angosolion wordon. 
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ht, wovon nur in einzelnen Punklen unil linicn //• ^ 

aeschlosscnsn Slcllcn gcriickC wird. od/r die Aumn Z.^ der Punkl x ,j an die aus^ 

statlflnden. Ausserdem wird slats vornusyeselzl dass eh, ■ *’■' ^''^dcJienlheile 

duroh Abilndermfj Hires Werthes in einzelnen Punklen oiL ^mdexen Veranderlichen z keine 
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liiclitungon voracliiodcno Wortho orhalto, wio X‘> an IT Stoll? 0 °"’'°'““ 

ana nicltt oinfuch znaainniorinln^olTzu _l'’"»(Joninfeon gorcclit wird, brnuclit durch- 

koit tiiul btotigkoit von solimt in aich HoliliosHt oi-ftilli i / 'v«I(‘lio Fordoruny dio dor Endlioh- 

andorn Pnnkton irrognlilr. ])io INndorin » \ '-OKul/lr nonnoii n 
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om JiodfiriniHH fUr hoIoIio Envoi (orunf^on aiol, ni-i rotio « '' < T Anwondnng-on 
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dio hcHHor .SpocialHtndion liborlasKon idoibo,,.' l/atoiHncliungon horoinziidolion, 
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iJillbronHaPdd I>io Function 

Konio Funolion dor co.nploxon Voritndorlid.on in u.^olrSo 
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deaaolboii. Dio Siiiguinrittlt, dio dioao k'niiction fiir ni V' boliobigo Ntlho 
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1st oino Fuuetion in der Umgebung oincs Punktos a duvcli oino Potonzroilio darstollbav, 

^ j- _i=!±L. 4- . . + 7^=4 +A -I- -I- Aiiz—ay -I- Aaiz—ay H- • 

so ist in der Umgebung jcnes Punktos iv{z) oino Function dor oomplexon Vorandorlichon woil jodos 
Glied der Reibe der Forderung cinor solehon Function gonllgt, ««»l oino convorgonto 1 olon/.i oibo gl od- 
IZ differenrirt ^yerdon darf. Sind die Zablon . . //-« Nu 1 so ist ‘^>0 Function i. 0 iv 

yergenzgebieto ttbcrall regular; ist niclit Null, so bosil/i sio im Pnnkto « onion nfaclion 1 ol, om IJn- 
ondUeb ntor Ordnung. Die Zahlen A-i, A^, A-„ . . -wordon bon. orstos, nwoitos, dnllos, . . lioslduum 
der Function }v(z) im Punkto odor Polo a gonannt. let dor Pol nur onifaoli, so spriclit man vom 

Residunm sclilecbtliin. . , .i?„ 

Dio rationalon Funetionon von z, dio transaoondonton Functioiion .«» z, m z, Ig z, dio M )0- 
nentialfunctlon sind llborall und iliro Umkolirungon in Gobioton, in doiion sio oiiuloutig dofinirt wordon 
konnen, Funetionon dor comploxon Vorandorlichon z. 

§ 5, Dor Difforontialquotiont dor Funetionon oinor comploxon Yoriliulorliolion, 
Dor Ausdruek 

div{z) __ ?i;(z-|- dz) — w(z ) __ w{x -|- ilx, y — ^ Gm.) == „/{.,• ,i) , 

dz dz dx-A-idy 

worin das Differentialzoielion d oinon Gronzttborgang andoiitot, wird dann dor Din’oroiilialiiuoliout von 
'y(z) genommon nach z sohloohtbin hoisson kbnnon, wonu m'iz) oinon bostiminton AVortli liOHilzt. Zu- 
ladist ist ja niebt abzusohou, warum dor Gronzwortli, wonu or vorliandon ist, von dom VorhaUiiiss 
ly.dx unabhangig soin sollto. Dios ist abor wirklicli dor Fall. Da w oin vollHiandigOH DilToronlial 
lesitzon soil, so hoisst das, dass man in dor Gloicliung 

.(. + a., . + /! J) - -I- b») + 

alio a, wolcho dio Bodingung bofriodlgon h*-|- 1, mid unabhangig von dor Wahl diosor 
"" so kloin nohmon konno, dass r) untor jedou boliobigon Grad von Kloinhoit doin aliHoluton Bo- 
oh liorabsinkt.*^') Weitor ist dw',By’==idti>‘,(lx°^iti>'{x,y) und initbin w(;c -h «d, y -|- /'Id) — 
'/(a;,y)(a + |3i)dd-?/d, und wonn man /9rf>=«rfy, ?/(« |'/lO fill’?/ sol'/.t. 


' y) >iA(z). 


^ x-hdx,y + dy) — fi>'(x,y) ^ ^ (*) , 

dx + idy dx -j- idy dz 

Es ist also untor den gomachton Voraussotzungon dor Gron/, worth, dor DilTorontialquoliont da wo dio 
Function jv regular ist, in dor That oino von doin Vorbitltniss dx\dy von dor Difforontiations- 
riohtung uuabbaiigigo Grbsso, wir kbnnon von oinom DiiTorontlalquotionton dor Function >y(z) rodon 
und bezcichnon ihn mit iv'{z) odor dw(z)’,dz, Er oxistirt bis in jodo boliobigo Nflbo oinor irrogulltrou 
Stello und ist auoh oino Function von z, ob abor in dom Slnno, in wolebom wir oino Function dor com- 
plexen Yeranderliohen dofinirt habon, stoht vorlftufig nooh dabin 

Ist u(x,y) dor roollo, tv(x,'y) dor imaglnltro Tboil von tv, /v(x,y) w -|- vi, so lilsst sicb dio com- 
ploxe Gloicliung i0?f :8.'i; = SwiSj/ in dio boidon Gioicbuiigon zwisebon roollon GrOsson auflfison: 

^_,0a 0_« ^ 

0.® ^0y’ Sy"^ 0.®’ 

und aus ibnon lliosson dureh nochmaligo Difforoutation imcb .® und y, wonn dioso iiiilglicb ist, was, wio 
sicb spator zeigt, im Allgomoinon stattlindot, dio Gloiolmngon 

0*M „ 0*11 8*t) d^tv , d^tv ,, 

0®* 0J/* ’ 8*2 " 0J/»*“ ’ 0®* 01/*"™ 

Dor Umstand, dass dioso selbo Difforontialgloicbung in dor Lobro vom Potential, dor Wftrmo- 
thoorie und auoh der Elasticitat vorkommt, bowirkt, dass dio Tlioorio dor comploxon Funetionon fllr 


*) Vergl. moino Einloltnng in dio Thoorlo dor boatlmniton Inlegrnlo. Hallo 1876, S. 31 
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die Losuiig von Anfgabon in diosou Gobioton wosentlieho Dioiisto zu loisteu im Staudo ist. Dio ICarto- 
graphio ziobt obonfalla Nntzen aus dersolbon, woil die winkoltronen Karton fttv die boston gobalton 
woidon und dio Bodingung dor Winkoltroiio wioder auf obigo Diftbrontialgloicbung ftthrt. Doeh soil 
dies lotztoro sogloiob nillier bosprocboii vvordou. 


§ 6 . Winkeltreiio. So wio wir dio coinploxon Zablon z~x~'tyi in oinor Kbono dargostollt 
habon, so wollou wir auch die zugobovigon Wortlio oinor Function w = dor coinploxon Vorilndor- 
liclioui: in oinor Ebono, dor w-Ebono, darstollon. Einor oontinuirliobon Wortlifolgo dor z, oinor Curvo 
in dor z- Ebono muss daun, so lango w regular ist, wogon dor Stotigkoit oine contiiuiirlicho Wortlifolgo 
dor oino Curve in dor w-Ebouo outsproclion. Man muss daboi sogloich don Unistaud borllcksiobtigon, 
dasH oinor knotonloson Linio in dor z-Ebono sobr wolil oino Linio init Knoton- odor Doiipoljninkton 
in dor w-Ebcno outsproclion darf, woil w donsolbon Worth ftlr vorscbiedono Wortlio von z amiolitnon 
Icann. Ist z, B. w => so bodookon dio Wortlio, wololio n> aiinimmt, wonn z auf dio Zalilon dor Halb- 
obono mit positiv rcolloin Tlioil boscbrankt ivird, dio »i;-Ebono vollstaiidig. Dio Wortlio, woloho dor 
andorn Halbobono dor z ontsproclioii, bodookon dio ?«-Ebono zum zwoiton Male. Zoicbnot man dalior 
in dor z-Ebono oino knotonloso Linio, wolcho diircli dio Puiikto -|- 1 und 1 liindurch goht, so ont- 
spricbt ilir in dor w-Eboiio oino Linio, dio im Punkto w — 1 oinoii Knoton bat; ist jono Linio in dor 
z-Ebono dor Einlioitskrois, so ontspriebt ilir in dor >ii-Ebono dor Eiiihoitskrois dojipolt, so dass go- 
wissormasson jodor Pnnkt oin Doppolpnnkt ist. Indosson ist os iiiclit zwoifolbaft, woleliom Zwoigo in 
oiiioni Knotonpunkt dor ??i-Ebono oin bostimintor Worth von z ziikommt, wonn, wio vorausgosotzt, w in 
dom botraclitoton Gobioto dor z-Ebono oindoutig ist, und dio folgondoii Satzo orloidon in solobon 
Pimkton koino Modifloation, wonn obon dor riclitigo Zwoig im Knoton gow.'lblt wird, 

Das Gobiot, in dom z regular ist, soi T. Ziolit man iiii Iniiorn von T von oiiioin Punkto z aus 
nuoh don boiiaob barton Pnnkton z-|-g, und z-|-gj gorado Linion, ou Ot. und ist 
w(z-\~i;i)‘= 7 ii-\~w,i, 80 iet zunaehst dor Wiiikol, don dio Goradon oinschlioBson, Dioaon 

Goradon outsproclion in dor Ebono Ciirvon, an wolcbon dio Goradon dio boz. durch w,7v-\-wi 
und 7v, 7 v -I- 71/2 golion, Socanton sind. Nahorn sicli £, £2 dor Null so, dasH z -f i',, ^ -I- auf j;, bloiboii, 
so andorn sioh 7 , y-i stotig und golion in dio Tangonton an jono Curvon Hbor. Dor Wiiikol, don zwoi 
Cuivoii an oinor bchnittstollo bildoii, wird abor durch don Wiiikol dor Tangonton goinosson, und dies or 
ist (lor Grroiizwortli von arc(w2i7f^i), Nuii ist 

arc {71/2 : la, ) ■=- arc {{ 7 // (z -|- ~ 7 v (2)) ; (?y (z -P £,) — 71/ (z))) = arc {(/v' (z) £2 -|- % Hi) ’■ (w' («) & d- Ci £t)) , 

wo £| f2 uiit abiiohniondon £1 ^2 gogon Null convorgiron. Wonn dahor ?a'(z) iiicht Null ist, so ist 

a/-c^~- -p — — lU’Cy -P a/'c(\ -\ V 

Dor lotzto arcus ist um so wonigor von Null vorscliiodoii, jo niohr sioh soiii Argiunont dor Eiiis nUliort, 
mid aus diosoni Griuulo ist «wfli'c(«;2!?iri) = «rc(£2:£i). 

Isl also ?ii(z) = M -p ai hi ehici/i Gebiele T der z-Ebene e'me rcyxdHrc Funclion von z, so /v, 
durch g/'aphischc Dai'stclhmg des We/'thcs fv auf der /v-Ebe/xe so abgebildet, dass der Wmhel, unler 
sich Z 7 vci Cui'ven in T in ehiem Eunicle z sclmeide/i, de/'selbe ist als der, unler /x/elcliem sich d'’" 
sj/t'echenden Gurven Ireffcn, /vofern 7 iur «/(z) m Schnitlpunkle nichl Null isl. 

Aus dioBom Gruiido wird dio Abbildung am troffomlston oino winkoltrouo gonannt 
auch nocli dioNamon oonformo odor in don kloinston Thoilon ahnlioho Abbilduni' in 
Bind. Da 7v in T regular augonommon wurdo, so wird, wonn dioso Voraiissotzung fallen 
dio Winkoltrouo niebt bloss in don Funkton ?a^(2) '= 0 aufgoliobon soin kCiinon, sond""' 
singuiaron Funkton dor Function ?a. Dio gofundoiio Boziobung Blsst nocli orkonnon, 
keit sohr kloinor Droiocko, dio aus dor Gloicbhoit dor Winkol von solbst folgt, oino turocto isi. uas 
hoisst, liogou im Original dio Eckon 77x2 wj so, dass oin Umlauf urn das Droiook in dor Kichtuiig 
wi, 77x2 nx^ oin positivor ist, odor, was dassolbo ist, dass das Droiock bol oinoiii solobon Umlauf zur 
Linkon liogt, und in jodor Ecko oino positive, dor Bowogung dos Zoigors oinor Ulir ontgogongesotzto 

Tliomno, Tlioinfunotloiioii. a. AuH. ^ 
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Drelmng’ goraacht wird, so habon dio Eckon //j (i-i ft-i dos Bilddroiotsks dies ol bo Dio 

Eigonthllmlielikoit, dass oiuor positivon Droluing iminor oino positive oiitHpriclit, kaiui lici Uiitci’Huoluingoii 
liber das Eutspiechon von Gobioton oft init Erfolg bomitat wordoii. 

Dor Ausdruck abstv\z) giobt dio liiioaro, imd also dor Aiisdruok jr'Oo //O ■ — .'/O <*<0 

Flachonvergrfisserung dos Cildos gogon das Original an. Da dio linoaro VorgriisHoriiiig von dor llioliliiiig 
unabhangig und nur duroli don Ort bodingfc ist, so kaim man sio dio locale Vorgrdssormig noimon. 
Es ist namlieh 

abs (w (« + £) — w (2:)) == abs ^ -|' //) ~ ttbs t,' . ahs ti>\z) ah (1 ■ | : «''(2)) ; 

ist w\z) von Null vorsclnodon, und w{z) rognWr, so gold niit abncliinciuloiii t,' dio (IrosHo zm* 

Grenzo Null liber, und wir orhalton 

lini abs[t»{z -\' £) — tt>{z )) : ah^ abs 
unablillngig von dor liicktung dor Liiiio z , , z I- S* 


§ 7. Dio Substitution. Dor Nachwois, dass oino Huniino, oiu I’rodnkt niid, wo dor Noimor 
nioht vorscluvindot, dor Quotient rogub'lror Funotionon wiodor oino rogulllro Funclion ist, duif wogou 
soinor Loiohtigkoit untordrtlckt wordon; dor Fall oilier Fuiiotion oincr Funclion abor soil iiillior milor" 
sucht wordon. Ist m — u-\~vi oino Function dor coinploxcn Voriludorliclion c in oiuoiii (lobliilo 'l\ und 
lasst sick urn don Punkt ;: = % in 7' lioruin oino IJingoliung, oiu Gobiot 7i liCHlinimon, in wolchoni w 
regular ist uiid jodon Worth, don os auninunt, nur oinnial anuinnnl, so dass das liild von '/\ in dor 
jr-Ebono oln Gobiot lf\ urn don Punkt lioruin nur oiufacii bodocki, und ist /(«') < X 1 I’i 

oino rogularo Function von w in IVi, so ist aueli % in 'J\ oino rogulllro Function von (ioomotviHidi 
bositzt dor Satz oino bosondors oinfacho Doulung. llildot nilinlicli dio Bozioliuiig w> iIuh (loliict 

Ti Avinkoltrou auf IFj ab, und bildot dio llozioliung das Gobiot //', winkoltroii mil’ oiu Gc- 

biot Si ab, so ist Si aucli oino winkcllrouo Abbilduug voii 71 ■ 


Dio Funotion w bositzt (Ibornll in 71 oinon Dillbrontiabiuotienfou, ho (Iiihh w( 2 ) |- 

A(w'(z)-|-- 8) gosotzt wordon daif, wo e init dor eeinplexou Znlil h iiuablu'lngig voiii arcus dorHolben vor- 
sehwindot. Da abor auoli % in fl\ oinon Diflbrontiabiuolioutcu iiacli m laiHilzt, ho ist Z{n> !• h'i) ^ ; 
Z{tv)-Xivi{7J{n^-\~ij), wo?/ init?o, vorscliwiudol. Folglioh ist, wonn /c, ««-< /< {n''(z) I ■ ( ) goMulzl wird, 

«=. |- 1 '// |•///('' | 1,//) ; 


os bositzt also Z als Function von z oinon von dor Hiclitung mmbliilugigon DilVoionlialt|iiolioiilen, odor: 
eine regxU&re I'anclion ehier complexen Ver&mkrlichm, dio oino tri/iddnt Fttiwilm oinor undorn cm-- 
plexen Vertindcrliclien isl, U( selbst oino FuncMon dor kUlenn oomidoxcn I'oriindcrlichen, Dio GoIuoIh- 
i'"“"Urankuugon, dio diosor Satz fordort, sind iin Obigon liinroiciioud gokoniizoicluiot. 

In violon Fallon ist os nlltzlieli, oino Function Z dor couiploxon Vorltndiirliclion w niolil ilircct 
'.orsuelion, sondorn fdr w oino Substitution zu nuiolion, in als Function oinor nouon Vorltudor- 
-r fl««'usohon und durcli sio auszudrllckon. Es ist dann Z oino irunclion von z, Dio oinlacliHtou 
sind dio linoaron, und wio in dor Goomolrio, so boanspruciion sio aucli in dor Analysis 
> Boachtung. 
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SubBtitwtion orlialteii wird, weiui man boliebig violo aolehor Substitutioiion znsammonsotzt, bo sagt man: 
die liiioaron Subatitutionon bildon oiiio Gruppe. Sind abed, tdh'c'd', . . . vooll, ao Bind aiich die 
zuaammoiigeaotzton Substitiitionoii rooll, die roollon Substitutionon bilden alao aiicli fUv aich oino 
Gruppo.*'') Jodo liuoare Subatitiitioii abor kaiiu aus dioi Bpociollon, don GnindaubBtitutionon 

z<=^^ — e, z==f.^, z~\x^ 

ziisammongosotzt wordon, und os wird doinnacli oino UntovHuchung dioHoi- sjiocioUon Substitutionon oin 
genii g-o lidos Licht llbor dio allgomoinon Substitutionon vorbroiton. Setzt man nitmlicli 

^ + b ^ -[~ d) — {(id — be) a ud — he 

cf-l-d 'c(f 4 *-hrf) “c 

ei-gdoht sicii, dass man m diosor Subatitution golnngon kann dnrch Zimaniinonflotziiiig dev Sub- 

StUutio 11 011 a ml — hn \ ^7 






Z — V-\- , 

iV c' 

Sind «i z-i zj, «.| viov vorscliiodono Zaldon odov i’luikto, donon vorinfigo dor Bo'/ioliung z > 
: (c^‘ -h Jiftblon odov Punklo £2 ^4 ontajncchon, nnd nonnt man don AuBdruck 


■K-h h) 


(■^l) * 2 > ^ 3 ) - • ! *■' 

. . •2;|--22 ^3 — 2i 

das Ddppolvorlillltmss diosov viov Zalilon odor viov Pnnkto, so ilmlort dnssolbo, wio nnmittolbar orsioiitlieh, 
soinou Wortli niold, wonn man dio Zahlon «, zj z,, z., dnrch £, t;., t;., ovsotzt, vvonn t; zunftohst mit z 

duroh oino dor dvoi Grnndsubstitntionon vorliimdon wird, und mitliin anch niobt, wonn i mit 2 dnreb dio 
allgonioiiiato Uoziolning verkullpft ist; cs ist also 

(^l> ^ 4 ) ~ (^)ll Si) 4’lt) ?l) 

dor liiioaron Substitution gcgoutlltor oino Invarianto. 

Dio oinfaohsto goomotriaolio Doutung Iiositzt dio Substitution 2 Donkt man sioli dio 

g-Bbono BO auf (lie 2-Ebono gologt, daso dio Coordinatonkrouzo zuHamnionfallon, nnd ist e~y~\-(lL 
so ontnpriolit oinom Punkto .1;, y dor z-Ebono oin Pimkt dor ^;-Ebono mit don Coordinaton n;—*/, !/-~ 6 , 
also oiii Punkt, dor aus dor UrMpmugslago in dio none dureli zwoi don Coordlnatonaxon parallolo Vor- 
sohiobuiift-on gobraebt wordon kann. Jodor EIgnr in dor z-Ebono ontspriebt oino Eigur in dor £-Ebono, 
die dui'oli oino parallolo, fllr alio Thoilo dorFigur gloiolio Vorsdiiobung aus dor Urapningslago orlialton 
wird, rtio ilir also vollkommon congrnont ist, nnd in dor zugloicli ontsprooliondo tticlilniigon gloicli 
Bind, lloolniot man liior (was nocli woitor niotivirt wIrd) dio goradon Linion r.u don Kroison, bo ont- 
spvioh t Jodom Kvoiso oin Krois. 

X* ast ebon bo oinlaoh ist die Doutniig dor Substitution 2 ““- wo soin 

mag. Degon wir, wio vorliin, dio J-Eliono auf dio z-Ebono, so wird dor Itiidiusvootor oinos PnnklOB 

dor 4 '“_Kbono orlialton, wonn man don Itadiusvootor dos ontH|>roc]ion(lon PnnktoB dor z-Ebono mit abs/’ 

X dividirt. Dor Winkol abor, don a nnt dor AcIibo dcu lioollon bildot, wird orlialton, wonn man 
ontsprochondon dor z-Eliono um don zu arc/^-fi gobOrondoii Winkol i vonnolirt. Bild und Original 
einandor fllinlicli, zwar niobt lllinlich gologon, sondorn, wonn man das Original orst mit dom ^ 
natonanfang als Aolniliobkoitspunkt und dom VorgrOssonmgafactor 1 : X illinliob und allmlioh 
abbildot, so gologon, dass nooli oino Drolmug nm don Aolinliclikoitspunkt um don Winkol t nflt 
um dio Dago der Bildflgur zu orbalton. Aueh hior ontspriebt oin Krois oinom Kroiao. 

^ Kino otwas cotn 2 ilioirtoro goomotriaolio Doutung flndot dio Snbstilution 2 = 1 ;^. s' 

dio sog^oimnnto Abbildung durcb rooijiroko lladii vootoros odor dio goomotris 
wandtscliaft. Man logo wiodor dio z- und g-Ebono mit don Coordinatonkrouzon auf 0 
Uiuft 2 clou Einboitskrois, bo duvobiftuft ilm auoli g in ontgogongoBotztor Kiebluiig; dio 

boisson dosbalb Doppolpunkto. Alio Punkto 2 anasorlialb diOBOB Kroisos wordon 
^ innorhalb dossolbon KvoIbos abgobildot, und olnor Goradon dureli den Coordinatonanfang 

>«<j jiurWonlgos llbor dioson Gogenstand vorgobraoht wordon, man loao dcalialb dio IntorosBiinton 

unioranohungou von Polnoard In don Acta ranthom. »d. I p. 7 imoli. 


2 * 
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entspricht eine auch (lurch den Coordinatenanfang gehonde Gerade, die zur orston in Boziig auf die 
Achse des Keellen symmetrisch liegt. Eine andore Gerade der is-Ebeue babe die Gloicliung a^co^a -j- 
y gin a ~p = 0. Die eutsprechende Curve der g-Ebone orhillt man (lurch die Substitutionen a; = g : 
jif == — »/:(!“ + ‘)f), so (lass sich ergiebt: p (g* + — g cos « + ?; sin a — 0. Dios ist ein Krois (lurcli don 

Coordinatenanfang, (lessen Mlttelpunkt die Coordinaten hat cosa-.p,~sina:p, uud (lessen Durchmosaor 
der reciproke Wertli von p, der Entfernung des Punktes Null von dor Goradon ist, Zwoi gerade Liiiion 
der a-Ebone schnoiden sich untor deraselben Winkel als die entsprochondon Kroiso dor g-Ebono. Dio 
Halbebene, welobo auf der den Coordinatenanfang onthaltondon Seito dor Goraden g liegt, ontspriclit 
dem Aeusseren des Bildkreises, die andere Soite dem Innern. Ein Krois dor z-Ebono babe die Gloicluuig* 
a;* + 1 / 2 — 2a‘oa; — 2yoy + = 0, so hat die entsprceliondo Curve dor $-Ebono die Gloiclumg -|- i)^)p — 
2a’og + 2 i/o 7 ; + 1 = 0. Ist p = 0, so ist dies eine Gerade, ist p nicht Null, ein Krois.' Also oinoni Kroiso 
durch den Coordinatenanfang entspricht eine Gerade, einom andorn Kroiso ein Kreis. llcebnon wir dio 
Geradon zu den Kreisen, so haben wir auob hior wiodor den Satz, (lass oinoin Kroiso oiu Krois 
entspricht. 

Die Figur des l&eises ist demnach auch der allgemeinen linearen Suhsiilulion z = («g + h) \ {c^ -\~ d'y 
gegenixber eine Invariante. 

Man lost leioht die Aufgabo: Eine durch eine gerade Linie bogronzto Ilalbobono auf das Inuoro 
eines beliebigen Kreises conform so abzubilden, dass dem Mittolpunkte des Kroisos ein boliobigor (nicht 
auf dor Begrenzuug liegender) Punkt dor Ilalbobono ontspriclit. 

Sind ntimlich «, &, c complexe Zahlon und sotzt man « = c(g — b) 

:(g— a) und Msst ^ diejonige Gerado g durchlaufon, ■vvolcho auf dor 
Geraden ab senkrecht stoht und sio halbirt, so ist 

J): ((; — «) = 1, 

weil die Streeke dor absolute Botrng des Zahlors und dor des 
Nenners ist, also ist 

abs z = absc. abs{^ — b ) : (g — «) = ubs c, 
bin durehltluft z oinon um don Anfang dor Coordinaten rait doin 

abso gesohlagenou Kreis, Dom Punkto ontspricbt dor 
mkt (z — 0) und den mit b auf dorsolbon Soito dor Goradon g 
gelegonon Punkten entsproohon dio Punkto im Innorn dos Kroisos. Durclililufl; g dio Gerado g, ohno 
umzukehren, so durchliluft z dio Kreislinio, ohno umzukobrou. 

Dio Aufgabon, die unoudiiche Phlcho oinos Winkols odor oinos Parallolstroifeus ivinkoltrou auf 
die Flache eines Kreisbogeuzwoiocks abzubilden, bioten dor Lbsuug koino Sebwiorigkoiton. Man darf 
sich nicht irro machen lasson durch don Umstand, dass oinor Drolumg um don Coordinatenanfang im 
Bilde oine entgegengesotzto Drohung ontspricbt, und darf doswogon nicht glaubon, dio Aobnlichkoit in 
den kleiusten Theileu soi eine iudirokte. Man muss boaobton, dass dom Coordinatenanfang im Biklo 
das Uuendliche entspricht, und orkount dann loicht, dass oinor posilivon Drohung um oinon boliobigon 
Punkt eine positive Drohung um don ontsprochonden Bildpunkt ontspriclit. 

Liegen vier Punkto auf einem Kroiso, so ist ihr DoppolvorhlUtniss rooll. Bonn nimmt man 
omen Punkt e dieses Kreises zum Abbildungspol, icb molno, sotzt man ^^(az-[‘b)‘,c(z~e)t so 
bildet sich diesor Kreis auf eine Gerado ab, und es Iftsst sich dann a-.c nooh so wftblon, dass diose diireh 
den Coor(linatenanfang goht. Die den vior Zahlon zi z^ zn z.i entsprochondon liabon dann alio donselbon 

arcus, und das Doppelverhaltniss dorselben, das jn dom von z., gloieh ist, hat oinon roollon Worth. 

Der Satz ist umkehrbar. 



Die Abbildung durch dio Substitution z=l:£ Blsst nun dio folgondo goometrisolio Doutuog 
zu. Legen wir dumh don Aoquator eiuer Kugel oine Ebeno, doron oboro dom Nordpol zugowandte 
Seite Trager der Zahlon z = x + yi ist. Dio positive y-Achse wird, vora llordpol aus gosobon, 

1 Uhraoigors oiitgegongosotzte) Drohung aus der positivou (B-Acbso 

auf kUizestem Wego erhalton. Dio untere Seito soi Tr«gor dor Zahlon £, sio wird vora SUdpol aus 



§§ 8 - 10 ] 


13 


betraclitot. Dio reollo Acliao dor g-Ebono fftllt dor Lago uud clem Sinno nacli mit dor reollon Aclieo 
dor 5:-Ebono zusammon, dio Achso des Iraaginilroii abov nur dor Lago nach. Ilir positivor Thoil in dor 
g-Ebono fdllt auf don nogativon dor «-Ebono, damit auoli aio (lurch positive Drobiing (vom Sddpol go- 
sohon) aus dor rooUou Achso orhnlton werdo. Projicirt man nun vom Nordpol aus don Punkt z dor 
^-Ebono auf dio Kugol, so orhillt man oinon Punkt, dosson goographisclio Lllngo I uml PolhOlio p (lurch 
dio Gloicjlumgoii bostimtnt sind 

(t -I- i-i>) cos I, y<== la ( I- St -I- -t ■;>) sin /, z = Uj (4- jr -t- 4-^,) 
uiul pvoj icirt man wiodor diosou Pinilct vom Sltdpol aus in dio ^-Eboiio, no wire! dio Dozioliung zwischon 
z uud g gonau dureh dio Gloichung z <== 1 : g vormittolt. 


§ D. Das Unondlioho. Dor llogriff don Unondliclion ist iin Grundo iminor als oin Process, 
aln^ dio Fordorung oinos Gronzttborgangoa auf/,ufaason. Abor dio Gooinotrlo sowohl als aiioli dio Aun- 
lysin hat das Bodllrfuins, dafUr oin Symbol zu bositzon, duroh (lesson Anwondung man clavon onthundon 
wil’d, allgomoin giltigon Sfit'/on immor oinon bosondoron Ifall anznftigon, wolclior jonoin GronzUborgang 
ontspi’icht. Es ist bokannt, dass man in dor Goomotrio durcli linoaro Substitution, durcti Collinoation 
das Unonilliclio auf dio I’unkto oinor Goradon boziolion kann, und class man doshalb mit ausgozoich- 
notoin lirlblg don Sprachgobrauch oingofUlivt hat, dio iinondlioh fornon Punicto oinor libono 
liogon in oinor Goradon, dor unondlich fornon Goradon. Suclit man fttr dio comploxon Zalilon 
obonfalls oinon Aiisgangspunlct (Hr dio Torininologio in don linoaron Substitutionon, so golangt man in 
dor Analysis zu oinor andorn Vorstolliing als in dor Goomotrio. Sotzt man 2=1: (i; — <;), (t -|- az) ; 
so mag nun 2 in oinor Eichtung odor mit einom Vorliftltnios von a: : y (Ibor alio Groiizon wachsen," \vl() 
os immor will, os ndbovt sich ^ dom oinon Piinkto, dor oinon Zahi a, lliorauf bonilit dor Sprach- 
gobvaucli, class man in dor Zahlonobono nur von oinoin unondlioli fornon Pimkto sprioht, class man dio 
Ebono, wio man sioh auoh ausdrllckt, in dor Functiononthonrio als oino unondlioli grosso Kugol 
also als oino gosolilossono FKlolio ansioht. In oinor solohon Flilolio ist auoh joclo Goiuclo als oin ICrois 
anzuaohon, mit unondlich grossoin lladius, wio wlr im vorigon Paragrapli schon foslsotzton. Vorstolit 
man untor oiuoni positivon Umgang um oinon Punkt oinon solohon Umlnuf urn dio Bogronzung oinos 
don Punkt onthaltouclon Gobiotos, boi dom das Gobiot zur Linkon bloibt, so hiklel ein posidvci' Umoany 
um den unendlioh fernen VunlU elnen netfulivcn mn jeden im J'MUchen lieyenden Punkt. 

Pliuo Function von z hoisst im unondlich fornon Punkto dor z- Ebono rogulilr, woim sio (lurch 
dio Substitution z~A{(; — e in oino rogulitro Ifunetiou dor Varlubolu g im Punkto e tlborgolit, uud Iftsst 
sio sich tlurcli oino Potouzroilio dor Form darstollon 


— «)» ‘I- /U „ 1 (z — rt)" “1 -I- , . (;r . 






^ ,4, 

80 mdgou dio Zahlon X.,, y/ . . dio llosicluGu dor Function im Piuikto Unondlich hoisson, uucl 
wonuud-u niclit Null ist, so mug die Function im Unoiullichon oinon «-fachoiiPol Ijositzoii. Sind dio 
Rosiduen Null, so ist dio Function im Unoncllichon reguUlr. 

Untor dor Annahmo, class dom Process, tllor alio Gronzon «u wachson, nur oin Symbol zu- 
pwioson wordo, wolohes nur oinor Zalil (Iquivalont ist, lasson sich dio Punkto oinor Ebono und dio 
Zablon z nicht vOllig oln-oindoulig auf oinandor boziohon, donn dor linoaron Mannigfaltlgkoit dor un- 
ondlich fornon Punkto dor Ebono ontspriolit nur oinoZahli wolil abor ist cliosos mit don Piinkton oinor 
Kugol mciglioli. Euio Fllloho, auf wololio sich clio Zahloii oin-oincloutig boziohon lasson sollon, musa 
domnaoh uubogronzt, goschlosscn soin imd muss, wio dio Kugol, oinfach zusammonhdngontl soin. 


§ 10 . Das Integral. Dio Bokaimtschaft mit dom gonauou Bogriff dos gow 0 hnlichon Intogmios 
und doB Doppoliutogralos, in wolchom dio Vorftndorliohou rooll sind, muss hier unorKlsslioh voraus- 
gosotzt wordon. Es wordo nur an dio bokannton Sdtzo dor Intogralrochnung ovinnort, dass das Intogral 
zwisobon awoi bostimmton Gronzen nloht bloss dann nusgofUhrt wordon kann und oinon ondHobon Worth 
liofert, WGun dor lutogrand ondlich nncl stotig ist, sondorn auoh dann noch, wonn dor Integrand zwischen 
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(licsoii Gi'Oiizon an oinzoliion Htollon uuHtoli),' odfsr wonn or niionillirli wird, wtironi inir ilio Ordiiiiiiir. 
doH UnondlicliwortloiiH uin oin Anj^oliliaioH iiiodri^'or uIh dio orofo IkI. UIh iim llnouilliidio daif alittr 
daH Integral oratrookt wordoii, wonn mil dor waidwoiidon VcnilndiMliolmii dio I’unkliou niiondlioli kleiii 
in oinor Ordimiig wird, dio dio oi'kIc nni oin AngoldmiOM lIlKiiHltdgl, uIho z. H. \vi<^ r i), .r • »■(> j oiiieii 

jwfiitivon roollon Tlioil ItoHil/l, Duh 0(»]iindinlogral alior darf (llior (iolnolo (HHliookt wordoii iiiolit IdoHs 
dann, wonn dio Fiinolion in ilmon tlliorall Hlolig iat, Homlorn nio <lai l’ nudi in cin'/ohuin I'mdvloti, Hclbiil 
in oinzolnon I/inion uimlotig wordon. Wird alior dor Iiilogrand in (Inzolnoii I’niiklon niioii<nii<li (^io.hh 
80 iat dio Intogration unlioilonklioli, wonii dio Oriliiiing doH IfimiidtirliwmdonM, gioniosHon iluri;li dio l%nl- 
fornung von dcni liolroflbudon I'nnklo, urn oin AngoliliaroM iiii'ilrigor ial, uIh dio zwoilo. l>nnill i»l 
nielli auHgOHcldoHHOn, iIuhm hIoIi dio I''niii‘lion liid Aniiillioning dor Voriindorliolioii an oino llimloli),d>.oilii- 
Htollo in vorHoliiodoiior Uioldnng voiMoliiodon vorliflll, wonn aio ohon nnr nooli niiil(i|dioiil toil oinor 
Tolonz dor Kidibrnuiig r von dom I’nnklo, dio nni oin tioaltiiiniloH kloiiior uIn y.woi iat, Inii jinloi- An- 
nillirungHriclitnng voiHoliwiiidol. llolior oin nuondlioli groHHOH (loldot dnil' duo Inlogral oralrookl wordon 
wonn dorintogrand im llnonilliolion in oinor diiirli oino imtiilivo /.aid inoNalmi<>ii Oidnnng voiHidiwiiidol! 

Dio ebon angogolionon InlogralinnHltfuliiignngou niud y.war liinroifliomlo, alior niold dmoliaim 
notliwondigo, Hondorii oh darC von ilmon Hrlioliliolion nncligidiiMnoii wordon. (\'orgl, z. M. nioiim J-'dii- 
loitung in dio Tlioiirio dor liOHfimmlou Inlogralo. llalln IS7r.. H. ‘i l.*') Alloiu I'llr dio Anwondimgt'n dio 
liior von dioHoii HlUzon gomiichl wordon, liogl oin llodltifiiinH, Hiditlloro I’iillit in Hoirnolil y,u 'zii'uon, 
niohtvor. Hino Ftmolum, dio don angogolioiam nodinginigon Konllf:l, noil oino inlogialiolo l''nno{inn lalHaoii! 

EidliiiU oin (loliiot oinon I'uiikl, iiiKlioHomloro oiiion Hingnliiion I’nnki, oinmi I’nl, odor iini’li 
oino Hingulilio Linio im limoru, niolii am Itamlo, alior aimstn' dor lio/.ololinolon Hingnlliroii Slollo koiaii 
nndoro Sitigidarililf wodor im limoin imoli am l{umlo, mi pllogl man dioa liofiiol oino lliugoliiing dii'Mi 
Htollo zn noimon, Kh niaolil nii-li alior lifiiilig atioli nuili dio, llozoiolinntig doH HuiuIoh oinor Hutohoii 
Umgoinmg niiling. ^\il■ koaimon lllairoin, dio llogionznng dor Umgotiniig oinon I'miklOH ndor rlniir 
Linio oino llorandang diosor Hlollo zn nonnon, 

SIL iLiH Inlogral mil oinor i;iim|iloxon Viu'iindorliolion. lal oint' onin|ilo\o l'’ninli>*ii 
zn intogriron, mi hoinHl dan wollor niohlH, ala iIuhn kouiiIiI ilir loollor aln unoli dor mil i innUi|dii'iito 
ilioil (III moll /.u iiilogiiion Kind, aud iIuhh ana don Inlogralon dio i‘*int|ikuo Sninino zn liiiilou iai, liioH 
giolit koinoii woKoidliolion llnloiaoliiod vmi oinoni gowfllmlioliou Inlogralo. Andora vorlidll oh aioli, ^vol 1 ll 
dor Vorilndorliolion aellial onm|ilozo Wmtlm mlor, wio man augt, Wogo vorgOKoI.riolion wordon, 

IhI w'(j) in oiiiom (loliiolo 7 oino inlograliolo I'nni'liini, and zioliim wir zwiaolnm don I'mtkleii 
«() j. diCHCH (lotiiolOH oino in 7’ vorlaufondo (Jm vo /, dio mir dor lindingiing nntorwniion aoiii Hull, das,., 
wo, auHgouonimon in oinzolnon I’mikton, dio Iv'kon wda knimoii, oino Mioliiniig laiaitzi nnd dioaillio 
Blotig .Inderl, uml lozmolmen wir dio Lflngo ditiaor (Uirvo vna nn Ida zn l•itn'ln liolioliigoii I’mikio ; 
aid dir mil s, iliro Itioldnng an jimor Hlollo mil /, hi. diiHH dor roollo uml imugimlro Tlioil vnu r a..«i« 
aneh n-uiudmnon vmi .V wnd, wohIiuII. wir « k ndi « (..,) knrz l.ozoi.d.non wnlloii, dri- 

kiuron wir daw lllior dio Curve I uratrooklo liilogral diiroli oin gtnvnl.nliolica Intogral mltUla dor 
tdoiolnmg , ,> 

./«>((vt){.w/ I hi,ii)fh. 

Wird dio Linio / duri'li die I’imkto 


‘I 'a • • I '* in violo Tliollc gollioill, and iat r' , oin I’tinfcl 
wertli dor Sunimo ijodciilot oingcHolilimHOu, mi i»l orHioliilioli, doHa tlioacs liilogral d(*n Uronz- 


zwiHclion Zn und x 




mailoif Hioiriini***fH^°”. iincmllioli imlie nn ciimmlor rllckoii, uml en 
riclilot'mOinii M»vr*rt- Grcnzworlli oinor Snmnie nnr daim dio iwkannUm iJi” 

sick iiiB IJtimwlHal « n i'”” m ufllitigi wonn w'(j) mler ( nuf I imBloiig mlor unondlicb wird, mier wonn / 
iH locd. Da zur vlllligon lloHliinmnng iIob lulogrnle* niolit IiIokb dio Linio / gcgchen 
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sein muss, sondeni auoli iiocli anziigebon ist, welches dor Aafangs- und welches dor Endpunkt sei, 
schroibt man einem Intogralo einen Sinn odor oino Richtung in dor Curve vom Anfangs- zum En^_ 
punkte zu, Verkehrt man don Sinn odor die lliehtung, so gehta^^l — in Zf^ — tlbor; es be- 
darf dahor der Satz niohl orst oinos Bovvoiaes. 

J)as Integral J'w{z)dz itber eine Lime in einer liicJitung ersireclct isi das Negative desselben Jfi~ 
tegrats iXber dicsclbe Linie in mtgegengesetzter Richtung erstrecld, 

Es ist nieht nothig, gorado die Lango s als die roolle Integrationsvoriludorlicho oinzuftlhren 

sondern man wahlt dafllr niit Yorthoil oft cine ihr proportionale G-rosse odor oino andero Function 

von s. Botraohton wir z. B. dio besondors haufig vorkommonden Intogrationswog'o dor goradon Linie 

nnd des Krcisos, so ist iin orstoii Fallo z = .r# + (a;'' — a’o)-^ -L ^ (j/o + {>/ — Va) X), und also das geradlinige 

Integral r , s , , ■> , , , . . 

J n> {z)dz=^J dz = (z' — z,)Jw (z, + X (z'~ z„)) dX, 

(t) Zo 0 . 

und es ist X der Lilngo s proportional. — Ist der Intogrationswog oiii Stliolc dos Kreisos, wolcher mit 
dona Radius /r um don Punkt a gcschlagon ist, so ist t wiodor s proportional, wonu man z — a -j- re*) ** 

aetzt, und J' 

J w{z)dz = rij w{a -|- re‘^e“dt. 

^0 A) 

Dio Sohiltzung dos Worthes oinos Intcgralos durch die Gloichung 

(z) d 2 S / abs w (z) 

bedarf nach dor gogohonon Definition niclit oinos besondorn Nachwoises dor Riehtigkoit. 

§ 12. Satz von Cauchy, Das Integral J'iv(z)dz einer Punclion tv(z), welche im Innern^J 
und am liunde oines ebenen Sliickes S inlegrabel isi, itber die ganze Degrenzung dieses Stilches erstreekt, 
hat den Werth Null. 

Der Einfachhoit halbor nohmon wir an, dio Function w(z) bositzo im Innorn von S mir oiiion 
Punkt M, fdr wololion sio so unondlich odor unstotig wivd, wio os dom Cliaraktor oiuor intograbolen 
Fimotioii oinor Vorilndorlichon gomftss ist, odor, lun otwas allgomoinor zu soin, wolcho im Punkto u so 
unondlich wird, dass w{z)(z—u) in ihm vorscliwindol, und nuv oino Linio I, lltiigs wolohor sio zwai' 
stetig ist, abor dor Difforontialgloiclumg fttr comiiloxo Fuuctionon nielit gentlgt, odor Bings wolohor dio 
Dlfferentialciuotioutou unstotigo Functionou Bind. Wir schoidon dann aus dom Stltclc S niittols oiuor Bo- 
rand ung diosor Stollon sohr Idoino Flllchonstilcko aus und roelmon dio aussorou Ufor dor boiden Bo- 
randungon dor Bogronzung s dos Ubrigbloibondon Stllckos S' mit dor Gesammlbozoiohnung s' liinzu. Sotzon 
wir liierauf A' — — iw{z), ¥ =3 tv{z), so ist iii y hborall dio DifTorentialgloiohiiug orfUllt 

M.U 0 

und demnacU ist auoh das liber alio Elomonto dx . dy dos Stllekes S' (im ganz gowblinliolion Sinno 
oines FliloljoniiUegrals) orstrockto Doppoliutogral 

Um das Intogral^^^^^^dai dy zu transformiron, zerlogon wir das Flaohonstllck S' durch ei a 
System dor ai-Achso parallolor Linion in Elomontarslroifen von der Broito dy, Der Boitrng oines un- 
bestimmton diesor Flaohonstreifon zu dom Wertbo von J^^~dxdy wird dann offonbar dy^^doft 

*) Dem Innorn wird hlor immer nielit bloe das AeuBBoro, sondern anoh der Band ontgogengeBOtat, Der hior" 

gegebene Bewois dos Oanchy’sehon Satzoa rllhrt von Biemaun her. 


Der Boitrng oines un- 


dxdy wird dann offonbar 






wcnn die lufegration (Iber eino der j/-Aehse parallele 
Geiade erstrecktwivd, welche dem Plaehenstreifen 
augehSrt, Tritt nun (in der Riehtung der wachscn- 
den re) diese Linie bei 0, in die Flilclie S' ein, bei 
0' au8 derselben heraus (in unnerer Figur in das 
um I ausgesehiedene Stuck ein), bei 0„ wieder 
ein, bei 0" aus u. s. w. bei 0,„, O'", . , und sind 
die Wei'tbe von X dort bez. X', X,„ X", X,,,, 

X'", und bezeiehnen wir nait ds„ ds', ds,„ 
ds" ete. die StUeke der Begrenzung s', wololio 
dev beti achtete Elementarstroifon aus ihr heraus- 
sehneidet, und die Winkol, weleho diese mit der ar-Aoliso bilden, mit t„ i,„ t", . , woboi s' iiiimcr 
in derjenigeu, die positive genannten, Riehtung zu nehmen ist, bei dor das bogronzto Stllck S' ?.ur 
Linken bleibt, so liegen offenbar diese Winkol im dritten und vierton Quadranton bei 0,, 0^,, . iru 

erslen und zweiten bei O', 0", O'", . . so dass 

dif = sin t, ds, — sin t,, ds,, >= sin t„, ds,„ = . . . = sin I'ds' == sin i"ds" — sin i"'ds'" , , ■ 

ist. Feiner ist 

J a'M- A',,,-. . . 

und also 

dy j '^dx= z^Xsinids, 

worin sieh die Summation auf alle Begrenzungsolomento bozieht, weicbo vou dotn betraclitoton Elonionlsr- 
streifeu aus s' ausgeschnitten worden, Durch die Integration Ubor sdiumtliobo Eloinontaistroiron Avird 

uun das Integral^^^^^^ ^dxdy crbalteu, und die vochte Seito dor orlaugtou Gleichuug v'eiavauilcll f*icb 

in j/a sin t ds, worin die Integration liber die ganze Begronzungslinio s' jiositiv zu orstvockcii ist. 

1 


Durch ganz fthnlicho SohlHsso iindot man 


und folglleh 


// 


dxdy 


dx dy = —fYcos t ds, 

cos t — X sin l) ds < 


> 0 . 


Und domnaeb endlich 

S{y cos — X sin t) ds = ftv («) (cos I + i sin i) ds «= ftti (z) dz’=0, 
woiin die Integiation positiv libers', also liber die ganze Begrenzung s von <?, und in ontgogoiigcsolzter 
Riehtung, also negativ, liber die Berandungon von u und I zu erstreokon ist. 

Ueber die Gestalt der Berandungon von « und / sind koine Bostiinmungon gotroffoii. Dor Worth 
es ntegials y «;(z)rfz, genommen ttber die ganze Begrenzung s von S, wolcher nacli dom ohoti He- 
wiesonen gleiob ist dev Summo dor Integrale ttber die Berandungon von u und I in dersolbon Riclitung 
genommen, Sndert sicb nieht, wie wir auch diese Berandungon gestalten mdgen, 

Urn das Integral ttber die Berandung von u auszuwortben, wftblen wir fttr diosolbo oinen Kreis, 
dessen Radius r beliebig klein genommen worden kann. Setzen wir z — M = r.e« so ist das Iiilcgral 

/ I ^ 

t»(z)dz = ij r . w{u -|- r e“) e"d<, 

verschwindend klein, well r beliebig klein genommen worden kann, und voraussetzungsmassig ?• 

mit r verseliwindet. Also ist das Integral ttber die Berandung von u kleiner als jodo nooli so iloiiM 
vorgegebene Grosse, also Null. 

Ebenso ist das Integral ttber die Berandung der Linie I Null, woil diese Bogronzung beliebig 
na 6 an le beiden Ufer von I gebraebt werden kann, so dass die Integration ttber Linion, die don 



beiden Uforn von I parallel siud, in ontgogengesotztor llichtung ku orstrecken ist. Es liefern abor die 
beiden gegoudberliogendou paralleloii Bogronztiiigastneke einen Beitrag von boliebigor Kloiubeit well 
YoraussetKungsmasaig w{z) blnga I stotig iat*), initliin ,v{z) in gogentlborlicgoiidcu Puukten iiur wenig 
veracliiedou, dio Elemonto dz abor von entgegongosotzteni Zeiclien aind. Also ist das Integral flber die 
BogronKung von ;S kloinor ala jcdo iioob ao kloino vorgegobeno Grosse, niithin Null, w. b. w. 

Wenn ein '.riioil einor Linie I odor oiii Punkt u aiif dio BogroiiKung s von S solbat filllt, so sind 
nur goringo Modiricationen doa Bowoiaes noting, es muss abor dann dio Boschrllukung genmcbt wordoii 
daas das Intogial (ibor dieao Begrensiuug auafUhrbar ist, was z. B. nioht dor Fall iat, wonn dio Function 

fill- z = u wio \i{z — u)loabs{z — ti) unoudlioh wird, obschon im Innorii ein soicbos Unondlicbwordon 
vorkonnnon dilrfto. 

Es ist niobt wosontlicb, dass, wio dies in dor Zoichnuug stattliat, S oinfach KusannnonliJlngond 
soi, uud mitliin s aus oineni Sttteko boatelio. Wosontlicb ist, dass das Integral llbor dio ganzo Bo- 
gi'onzuug zu nobinon ist, und daas das bogronzto St.llck S boi dor Integration llbor dio otwaigon oiiizoluou 
Sttteko von .9 iminor zu doraolbon Soito dor Intogrationsriclitung liogt, uud dass w auf s intograbol ist. 


§ 13. Unondlicbo Ebononatllcko. Dor Cauchy’scho Satz bohlllt auch fllr solcbo Ebouon- 
stllcko S soino Giltigkoit, Avolcbo don unoudlioh fornen Punkt ontbalton, wenn man cino Zahl M an^obon 
kaun, llbor wolebo dor absolute Botrng von a: nicht hinauszugolion l)rauclit, damit a 5 . 9 [w(j). 2 ] Ideinor 
ala oino noch so kloino vorgogolmno Zabl a wordo, was auch dor arcus dor Zabl z soi. Dio Znbl 31 
wird ini Allgomcincn zunehinon, wonn a abniinmt, abor os ist noting, daas zu jedom boatinunton a 
oin bostimmtos M oxistirt. 

In dor That, dio Bogronzung dos Stllokoa S, wolchos don unoudlioh fornon Punkt ini Innorn 
oiithillt, soi . 9 , so kann man oinon Krois k nm don Anfaiigapunkt dor Coordiuaton mit oinom so grosson 
Iladius n aehlagcn, dass or dio Bogronzung s ganz umsohliosst, dass or also ganz im Iimorn von S liogt 
Dann ist naoh dom bowiosonon Oauohy’schon Satzo das llbor dio Bogronzung ^ orstrookto lulo-^rai 
J^w{z)dz gleich dom in dorsolbon llichtung llbor* orstrockton Intogralo /w(z)rfz, also gloich " 

/ 27t (X') 

woil A- und dor Krois h dio gnnzo Bogronzung oinos Ebononstllckos S ausmachon, in dosson lunorom 

w{z) (loii Bedingungon doH Cauoliy’Hchon SatzoB genllgt. Da mm abor der absolute Botrag von 

also auch von w{nc>') Re‘' kloinor ala o goinacbt wordon kaun ftlr oin biulllnglieh grosses R (wolchos 

fllr alio l dasHolho bloibt), so ist ahsfiv{7) dz <f odt = Da n\m J\v{z)dz < d. h. kloinor 

nls jodo nooh so kloino vorgogobono Grosso ist, so ist ,/w-(z)dz«=()] av. z. b. w. 


1 II 1 • ‘I”? hbor dio Honuubmg a von I orstioelct Hoinora nlisoluton Botrngo naoli iodou 

boUcbigon Grnd von Ktolnhoit orroichon kiuin (wiilirond gloiclizeilig (Hr dio Bogronzung ff noch dio Diil’orontlnlgloiolning 

^ d!/ Anwondbftrkoit dos Cnuoliy’solion SntzoB notlnvondig ist), ist orfordorlioli, dnss oino kloino 

Strocko <5 nngogohon wordon kann, untor wololio dio ICntforming der UorniKbiiig von dor Unio / nioht Iiorabzuslnkon 
braueht (oinzolno 1 unkto otwa anagonoramon), damit dio Difloronzon dor Wortlio dor runotion fv flir dio Punkto anf a 
Wortlio flir dio miolisthogondon Punkto auf / ihrom absoliUoii Hotrago naoh llborall kloinor als oino hostlinmto 
beiiobig kloino vorgogobono Zahl p wordon. Dios 1st abor boi dom Bogriffo dor Stotigkoit, wio or in nouoror Zolt strong 

hnulhf 'i inm ‘^or Annahmo dor MOgliohkolt, oino Umgobnng von / duroli parallolo Borandung 

bollobig kloin zu maolion, liogt oino gowlsso Bosch ritnkung dor Linie 1. ® 

Dio Annahmo, dass |" , in dom Stiloko S' stotig soln soHon, kann duroh dio wonlgor besclirilnkondo or- 

aotzt wordon, daas dioao Funotionou dio doppolto Integration rfa? <7y, in oindontigom Sinno zu- 

lasson. Dios wtirdo in dor That oino wolt goringoro Bosehriinkung soin, woil os Punotionon giobt, dio in jodom nooh 
so kloinon 1' llichongoblcto nnendlioli oft unatotlg sind und dooli dio Integration zulnsson. Wlr sohon Jedooh von solclion 
IMUlon aiiB sebon niUgotlioilton Grilndon ab. 

TJiomae, TliotafimoUoiion. 8. AuO, 
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Liegt dev unendlich feme Punkt auf dev Begvenzung solbst, so muss die Integi'a^ilitut dor 
Function w{z) bis an dieae Stelie vovauagesetzt wevden. 

Befindeu sieh in dem Stllcke 5 Pole, imd ist in einem devselben, etwa iu a, die ITLinotion 
in dev Form davstellbav , . A-„ , A-n+i , , \ 


(z — a)” (z — a)" 


Integral 


jr(z) €lz 


wo f{z) in dev Umgebiing des Punktes a den Caucby’schen Bedingungen genligt, so ist tlas 
nber eine Berandmig des Poles, etwa liber einen Kveis um a mit dem Kadius r, 

/ 'v(z)(lz — j -p . . , + i j + id^i j dl + 

•/) 

gleieli iind der Cauchy'sche Satz hlelU in Giliigkeil, wenn in den in S enihallenefz -Polcn jedes- 

mal das erste Residuum Null ist. 1st der Pol der unendlich feme Punkt, so muss das erste Jiesiduum der 
Function z'^{w)z in ihm vevschvinden, wenn der Cauchy'sche Satz bestehen Ueibcn soli. 

Wenn im Folgenden von Pnnctionen gevedet wivd, die den Bedingungen des Cauchy ’scliou SatzoB, 
Oder kllrzev den Gaucby’scben Bedingungen gentigen, so sollen damit Polo im Allgemeinou niolit xu- 
gelasson sein. Die hiev angewandte Methode, den Canchy’schen Satz zu evweisen, dient in g'anz gloielior 
Weise dazn, das Integral einea sogenannten vollstandigen Differentiales Uberbaupt zu bestimmen. (Vorj^l. 
z. B. meine „Einleitung iu die Theorio dev bestimmten Integvale, S. 43“.) 


§ 14, Bestimmtheit des Integrales. Man folgert nun unmittelbav die Satze: 

Dus Integral einer Function w{z) der complexen VerUnderlicken z liber die game Hegrenzung s 
eines Ebenenstilckes S erstrecki ist gleich der Summe der Integrale der in derselben RichCting ilber die 
Berandungen der Unsteligkeilssiellen von w{z) erstreckten Integrale. 

Das Integral ftv{z)dz liber jede von zwei zwischen r# ttnd z' verlaiifenden Linien I', I", tvelche 
ein einfach zusammenlielngendes Stuck S einschliessen, in dem w{z) den Cauchy’schen Bedingungen ye- 
niigl, liefert einen und denselben Werth. 

Denn nach dem Oauchy’sehen Satze ist das Integral von z,, bis z* (iber F veriuehrt ura das In- 
tegral von z' bis 2 o iibev I'* 11011, weil V und I" zusammen die ganze Begrenziing von S nusmaclion 
da S als einfach zusanimenhangend vorausgesetzt wui’de. Dieses letztere Integral ist abor nogativ gleich 
dem Integral von bis z* liber V, woraus der zu beweisende Satz foigt. 

Hinpgen kann das Integral f w{z)dz zwischen zwei Punkten^o und z' in einem nioht einfach 
zusammonhSngenden Flltehenstilck, wie z. B, in einem von zwei concontrisolien Kreisoxi begronztoix 
Stlleke, auf versobiodenen Wegen sebr wohl versobiedene Werthe orlinlten. Wenn nllmlicb die boidon 
Wege zusammen den innern Kreis vdllig einschliessen, so ist die Difforenz der Integrale tlber die boi- 
den Wege keineswegs Null, sondern gleich dem Integi'ale tlber don innern oder aueh den iluBsorn Krois, 
und wenn diese Integrale nieht Null sind, so sind die boiden Integrale zwischen und z.' 'verschiodoii . 
In einem solehen Falle bildet V + V* nicht die alleinige Begrenzung eines Flaobenstlickes. 

Oiesei Satz bewirkt die Anwoudbarkeit der Sehreibweise J'w{z')dz, in weloher von dem Intc- 

giationswege nicht die Rede ist. In dev That hftngt der Werth des Integrals von- einem Woge I, tier dio 
egionzung eines einfach zusammenliftngenden StUckes S niebt ttbersohreitet, nicht ab, wenn ns(z') darin 
den Cauehy’sohen Bedingungen genttgt, weil dann alle Wege zwischen zo und z' nach dem eben aus- 
gespiocenen Satze auf einen unter ihnen roducirt werden konnen, wenn man solche Wog© aufeinandor 
ralucirbar nennt, die zusammen ein einfach zusammenhangondes Sttlok einscbliesseu. Die Aiigabo ties 
VVeps darf aber nicht unterlassen werden, wenn w(z) irgendwo im Innern von S Pole beeltzt, deron 
orste Eesiduen nioht versehwinden, oder wenn es innerbnlb eines Stltckes betrachtot wird, daa 
nicht einfach zusammenhilngend ist, in welohem daher nicht alle Wege zwischen zwei Punkten auf einen 
lectucirbar smd. In diesem Falle kann jodocb das Stttck duroh Quersobnitte, deren beide tJfbr der Bo- 
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gienzuDg hinzuzufllgen sind, iu ein oinfaoh Kusainiiienlulngoiulos vorwaiidolt wovdon, und so das Integral 
zu einem durcli seine Gronzon alloin wohlboBtiniiaton gomaclit worddii. Daboi mnss freilicli vorlaufig 
noch bomerkt word 011 , dass dor Wog iiicht ttbor Punkto luiiweg fdlivori darf, in welchoii m(z) so unond- 
lich wil'd dass die Integration Icoinon Sinn hat. Spiltor zoigt sioli, dnss sololio Piiiikte wenigstons ini 
Iniiern eines StUckos S Uberhaupt iiielit vorkoinnion. 


§ 15. Mas Integral J'tv{z)dz, dessen obere und nntere Grenze in einem einfach zusammcnMngen- 
*0 

den Stuck S liegen, in dem }v{z) die Cauehg’schen Bedingungcn befriedigt, ist inS einc reguUlre 1< unction 
der cotnplexm Variaheln z, 

Bezoicliiioii wir das Integral mit W(z\ so ist JV{z) in S oftonbar ondlielt und stotig, os goiillgt 
aber aucb dor Differontialgleicliiuig g- = — ^ ^8 '^t nilinlicli 

w{z -t- tf.T) — w{x ) = 

'<1 *0 ‘ 


woil man flir die Wegatrocko ron Zn bis z in don boidon Intogralon, doren Diftbronz zu bildon ist, boido- 
mal dicsellie wtlbloii kann. Also ist lF(z-l~dx) — W{z)‘=‘ dxtv{z) nach der Definition dos Integrals, 
und ebenso kF{z + idi/) — Jf{z)'=idij)v{z), fnlglicli, ausgonoininon vorlaufig in einzolnoii Pimkten, iu 


wolchen n){z) unondlioli odor luistotig ist, 


SlJXz) . dU%z) 

fx 


W. Z. I), w. 


Man nimiiit sebr baufig ftlv dio obere Grciizo luid dio Intogratioiisvariabolo oinon iiud dcii- 
solbcii Buclistabon. 


§ 10. Dor Ijogarithiiius. Das Integral dz'.{z — Q iiber dio licrandiing des Punktes £ in 
positiver Richtung erstreekt hat den Werth 2zci, 

Nebmeii wir als Boraiidung oinon urn don Pnnkt g mit doni lladius 1 gOBehlagouou Kroia an, so 
ist abs (jilz : (z — g)) == ds, wonn ds oiii Idnionolomont dor Kroisporiphorio bedontot, und da dio Strooko von g 
iiaeii z senkreclit stelit auf dor Strooko ds, so ist arc{dz',{z — g)), dio DilForeiiz dor areus dor Zalilon dz 
und z — g, gleicb -hzc, niid dalior dzi{z — g) = <f/ 4 ' und J dz\\z — g) =» = 2/jr. Dio Gostalt dor 

Borandung ist aber nach doni Cancliy’sclioii Satzo villlig willkllrlioh, und soinit ist der Satz lioivioson. 


'Damit wir das Integral ,^’(l:z)dz als Funotion dor oborou Grenzo z niisehon kdiinon, ziolion 

wir vom Punkto oo dor z-Eboiio oino Gorado q zutn Punkto 0 , doren lioido Ufov wir als Bogronzung 
dor Ebono ansohon — wiv iiolnnon iiiorzu dio nogativo .r-Achso mit dor Zugriclitung von — oo iiacli 0 , 
so dass das oboro Ufor als das posilivo, das iiiitoro (f, wolobos boi Flllirung dos Zugos znv Itoelitor 
liogt, als das negative anzusolion ist — , dann biidot dioso oin oinfaoh zusanimonbilngondos Stllol' 

Ini Innorii dessolboii goiUlgt dio Function 1 : z don Uedingungoii dos Oauoliy’sclion Satzos, in ilun isl 

ber das Integral oino oin doutig bostiminto Funotion von z. Bozoiclineu wir sio mit igz^ so ist 

M.g „« „tt.g 

Ig (a . ()) ~ J dz'.z <= J dz'.z J d (««) : az , 

r 1 a 

und wenii wir im lotztou Intogralo fUv az dio Vaviabolo g oinfttliron, 

lg{a.li)—f dz'.z -\rjilg\^==‘lga-\-lg&. 

1 i 

Aus dor Gloicbung lgia.^)—lga-\-lg^ folgt dio IJoboroiiifitimmung unsovos IntO{ 

Logavithmiis irgond einer coustanton Basis. Da alior Igz auf dom positivon Ufor von q i 
ist, als auf dom negativon, so stollt das Integral den nattlrlichou Logaritlimus dar. Dio 


•lg{\-z) 


/'Vg 

V 1 



i — z 


Btsst siob leicht in oino Roilio ontwickoln. Es iat iiilmlicli 



I?:S iti-l? 


L»() 


li:, 


I Himl 


J„ * ' ,/ I 

If ' 

Urn nun dns lutogml^^ unlorMidieii, i„l(«Kiiv,.|. nir unf oii.ov ‘^,y,u\m I, ini. vn„ n )„•„ , 

~>'c‘\ worin l couHtant, dz lioimuKdi , [^(_ Dkhh j„( 

r 

/.*,„ ■ I- »'• / ' 

1 /'()•<«/ | . j ,v„j /) 

r 

= e('«-l-')rt ( — i'V()s()dr , , . /* i iii,/,, 

I-/ 7 (1 I 

N.n .i„„ ,,i„ ^ ^ 

/'X,,,. .V- /•■ 

l--*iArm-|.M'V2;yr ' uvr|. 

«=*« /;j I I fj / I i^trsinf \ 

nach stollt (lio Hoil.o lim ' ,iio |.’„,„.|i,„, /,w i \ , 

1 1 'liMHm /,,{[. 4 H.i liiiigo wi/.v ? - 1 iH(, uiid filr i 

laiigo if^d, 2jc iHl, goimu (tar. ICh int indoRMoii luVIif. unwicliil... i,„„„i , , , 

gonommon wordon mnm, (laniil; /L IcIouum* aU isUuk . i T. t tO'diHMur iumI gnlHhi 

UlrV'"'"' n, .. lllr .k'l. liimKinllron IWI, 

01)gloicli (hoHo loc/,ioro koitio nir ,„i(l 

r/^i 1 I HO kdnil k(‘ill 

^ 

"W.l 

"bX”" 

Her 

x:ix :. ::: ir::::,rx x: ix'- - 

Slllckonbostobl, so ni„,, jiovarlabolo j luuiirtioi/null'lfrr' Hii» imilii-miii 

.oh ftr alio stiloko li„ko„ .Soilo lloaV W?, ^ ’•" Hollo, Mm- 

SO Oihiilt man boliobig violo Wortlio Air don 1 no-urm, Ubor v Iiimvcg boliobigr oft goAllirl, 

<l|o Boolimmlhoil »Jeo E”SonHltl'o?t°”ii,!l’°' In. lICBrIir dor Funnlioii liool 

abo. (looh bis In jodo bollobigo Mbo doreolbon m"wl''l” fl” “Mil bosllniinl ii, 

oonnl, to Fi, notion, bojriff obon nioi inX 7,1^ "•.tl .1 «,. « 

™ ““"rioulieon, ta Qrnndo bo.«i « ; 1 1 “ f Ol«iol.'v»l'l »|.rlohl ,.m„ 

moii.iindngou bunclunion. Dor Loguritlnnua giobl Air 
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(lio Mogliolikeit solchor Fuuctioneii ein ilussorst inetvuctivos lioispiol, das schon lucr, wo wii im All- 
goraoiiiGu nur vou cindoutigoii Functionoii reden, oinor orledigondon Eosprcehung KugilnglieU ist. Da 
dieso Function duroli oin Integral definirt wurdc, so misolit sich in dio llostimmung doraelbon f(lr ein 
gogobonos z nocli dor Integratioiiswog oin. Ea vvird Ig z gowiasorinnaaon niclit durcb Eineotzon von a: 
alloin in diose Function orlialten, sondorii durch oin aiiocossivos Vorfolgon dor Wortho diesor Function 
lilngs oinoa gogobonon Woges von oinom bostimniton Anfangapunkto, otwa yon ;2 = 1 aus, wo Ig z ge- 
gcbon godadit wird, bis znm Wortbo im Punkto z, Welches Vorfolgen inittola dor Suininoudefinition des 
Iiitegralos J dig z=fdz\z, liber jonon Wog orstrockt, goachiolit. Hioraua folgt von solbst dio Melir- 
flndrigkoit diesor Function. 

Wir Korsolmoidon dio . 2 -Ebono dnvoh oino knotonloso, an sieh boliobigo, vom Punkto oo naoh 
doni Punkto 0 fllhrondo Linio q, dio wir, um mit bostimniton Voratellungon zii rocimon, mit dor Acbso 
dos nogativ ReoUon zusanunonfallon laascn,*) Sotzon wir dann Ig 1 = 0 and boschrilnkon 2 auf dio 

z 

dureh q zorsclinittono Ebono, dio T lieissou mag, so ist Igz^fdziz in T> ftborall vbllig bcstinunt. 

Man nonnt dio Wortlio dor so boscliriinkton Funetion, doron iinaginitror Thoil zwiscbon —x uml x 
liogt, Hauptwortbo dor Function, odor ihro Gosainintlioit don Haujjtzwoig dos Logarithnnis, Diosor 
Zwoig ist nicht bloa iin Punkto 2 = 0 unstotig luid singular, mid im Punkto oc, wolclio Punkto boido 
auf q liogon, sondorn ist in '1\ dor niclit zorsohnittonon 2 -Ebono, lilnga dor gtinzon Linio q unstotig, 
donn soino Wortho auf dom positivcn Ufor von q aind llborall um 2ijr griiaaor ala dio Wortlio in den 
ontsproohoiidon Punkton dos nogativon Ufors dorsolbon Linio. aioioliwohl lllsat sich dio Function Uj z 
stotig llbor iji rortsotzon. bllhrt oiuWog llbor // binwog »i-iual um don Pmikt 0 horuni, also auch ti*tnal 

dio Linio q (positiv odor nogativ) tlborscbroitond, so ilndort sich das Integral fdz:z = Ig z, woiin 2 

auf diosom Wogo vorrllokt, stotig wio oino Function dor coinploxon Voriliulorliolion z, orhillt abor im 
Endpunkto oinoii Worth, dor vom Hauptworth dort um 2ttte odor — Inix vorsoliiodon ist, jo uachdom 
dor Wog dio Linio «-inal vom positivoii zum nogativon Ufor tlborsohroitot, odor umgokohit Uio Go- 
nunmthoit dor Wortho Igz-Jc^nix, wo igz dor Hauptworth ist, kauu man schlcklieh don :i:nton Zwoig 
lor Function Igz nonuon iind mit lgj^„{z) bozoiohnon, und dio zugohdrigo Ebono mit 

Dio Logavithinon dor llandbllohor boschrilnkon sich auf roollo Vorllndorlicho, und da oino roollo 
'iahl nur oiuon roollou Logavithmus bositzt, dor dort alloin in Hotrnolit kommt, so inacht sich in 
linon dio Unbostiminthoit dos JjOgarithmus an sich niclit goltond. Dor Logavithmus oinor comploxon 
3ahl 2 = «i,f, 2 .e'"’'“* — re" ist nacii dom orwicsonon Additiousthoorom diirch dio Gloioliung bostimmt 

j(j z^J(iz\z J (lz\z = J ilz xz if (U % avc z -h lo 

i 1 1 « 

VO Igahsz don Hauptworth, also (well jodos Intogratlonsolomont rooll ist) oino roollo Grosso bozoiclmot, 
trez aber durch soino Unondlichvioldoutigkoit don Oharaktor dos Logavithmus vortro/Hioh konnzoiolmot. 

Eino guto Vorstollung von dor Vorzwoignng dos Logaritlimus orliilU man durcii dio Mothodo 
lor Ahhildting. 

Don Punkt dor «;-Ebono, wolclior oinom boliobigon Punkto dor 2 -Eboiio outspricht, woim dioso 
lurch dio Linio q bogronzl godaolit wird, dor also zum Hauptzwoig gohOrt, orhillt man aus dor Gloioliung 
V ~lg z li -\- Igi'y wo z => r {cost -)r i sin t) gosotzt ist. So ontsprochon don Punkton dos nogativon 
Jfors von q alio Punkto oinor Linio in dor «i-Ebeno, dio dor it-Achso parallel ist mid dio w-Achso im 
i^iuikto IV — — xi {v — — x) trlfft, woil dort z~7'{cosx — ismx) ist, 


*) loll kann os mlr nioht vorsagon, liior gogon don Aufldniok »um die Idoon zu iixiron" EluBpntoli zn orlioben. 
)i0BO Rodonsavt Isfc nur vorstliudlloli, wonn oio ins PranzUsIscho zurlloktlborsotet wird „pour fixer los IddoB". Im 
)outBobon list daa Wort „Idoo'‘ olnou gnnz nndorn Sinn, nnd ioli hnlto doahalb oino sololio AusdruokswoUc fllr vUlliff 
ndoutBoh. J. Th, 
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Dou gogonUberlicgoiidoH Pimkton anf //I' iiiid 
q- in dor z-Eboiio ontsprcehou in dor ?ii-Ebono gogoii- 
(Ibei'lieg'oiulo Puukto dor boidon durcli dioGIoioluuigon 
i) = — jc imd v — 31 in reclitwinklig'on Coordinatcii 
(w, v) gogobonon parallolon Linion. Selililgt ninii uiu 
den AnfangBpunlct dor Coordinnton niit doin UadiiiH p 
einou Krois, 8o cntsprochon don Punktoii dicHOH Kroi- 
ses dio Punklo dor dor t'-Ach«o parailolon .Stro(fko 
zwiselien w — lgQ — in imd n> — lijQ~\-m oiniiial 
und nur oiinnal, woil dor Puiilct n> aiiC {lioKOr Strooko 
inimcr iiuv vorw/irls rilckt, wUliroiid x anf jonor i 

Poriphoi'io vorwilrts gold. Dio.Bor KroiH Koliiioidot dio Imidon llfor von y n'l'lilwiiikli}.', iHo (Slr<r(iko v<n» 
M — te bis u-)rin^ sclinoidot dio dioHon Uforn oiitHiiroolioudou Linion tiboiirallH looliluiiiKlig:. I Jem lOiu- 
lioitskroiso ontspriclit dio y-Acliso zwiKolion — 'jr/ und ni, Don Puiiklou KiulinilHkioint'H 

cntsproclien Piinkto mil positiv roolloin Tlicilo, dou innoron Punkton Punklo mil luwiliv r«ndl(im TliniU'. 
DonPunkton oinor Goradoii dor z-Ebono durch dou AnfaugHpunkt, wobdio mil itor .*; A("li«o tlmi Wiukol te 
bildol, outsproehou dio Puukto oinor dor «-Aclmo parallolon (Joradon, wol.-lm dio f-Aulmo iiii i'miklo 
odor trim in dor Zoiolinung), uu.l -/.war jodoiii Punklo dor (nuoii idnio oir) Pnnkt 

und mir oin Punkt dor andorn. DarauH gold liorvnr, duHu jodoin Punklo <1 om (Uiliinlon <1. b, dn- 
durch (/ bogronztou z-Ebcno, oin Punkt nnd nur oiu Punkt dou Parallol.MlroircnH doc w-I-Mn-no y.’uim-lo'ii 
(Ion Lnncn inul i.=«jr cutspriolit und nnigokolnl. AuHsonlom lumlolil llliocidl iii dioson IJ.;- 

Inotou Aolmhchkoit in dou klonmlou Tlioilon, ku danu ontHprodiondo (birvon .Hioli niiloc glololion \Viiiludii 
sclmoulen, wio wir sclion obon lioi oinoni Krciuo Hahon, aiiHgoimumiou an don Slollott ? 0 unci ?• v 

well ?y(z)- l:z an dor oinon Hlollo -x., an dor andorn 0 wird, odor woil im Punklc v vmi Aolinliolc- 
keit oigoiifhcli llborliaupt mcht gesproobon wordou kann. 

m ; "V T inrun. .Ion Punkt (i l.nruin iiiifH ...mi- 

t vo Ufoi Aon q Hint und niit Jlotboliallung doH dnrt oi’lnngton Worlliou v.u. /,,x niw,- t, liiiiw.'zr lui.i 
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worin a oiiio positivo Zahl ist, bo convorgirt tlio lioilio fUr alio Piinkto im Inncru oiuos Kvoisos, tlosson 
Mittolpunkt — a, imd dossoii Eadius a isf. In cler oinon IliUfto diosos KvoIbos gohiirt abcr die 
duroli dio Roiho davgostollto Fuaction ziim HauptKWoigo in dom Thoile aiif dor nogativon Soite 

von q Kum Zwoigo lgi{z\ woil dioaor dio stetigo Fortfietaung dos Zwaigca Ig z in diosor Eichtung ist, 
und oino convorgonto Potonzioilio immor oino stotigo Function darstollt, Dio Linio q Imt auf die 
Function koinon directon Einilusa, sondorn niir aiif ihre Eiiifclieilung im Zwoigo. Divrcli Vorseliiobuug 
dioaor Liuio wordon Tlioilo bonachbartor Zwoigo an andorn Zwoigon voraotzt, ohno daas dio Function 
solbst irgond wolclio Aoudoning orlitto. Nimmt mau z. 11. die nogativ imaginitvo Acbao zuv Linio q 
und dolinirt don. Hauptzwoig durch dio Gloicluing ig 1 = 0, so atollt die durch dio obigo niicli Potonzou 
vou z -|- a fortsehvoitondo Boilio in ihrom ganzon Giltiglcoitsboroicho don Hanptzwoig von Ig z dar, woil 
dio ganzo Yiortolobono zwisohon dor nogativ reollon und dor poaltiv imagiiUlron Acliso ziim Ilauplzwoig 
voin frllhorou Zwoigo lg\,{z) liinzugokonnnon ist, wilhvond oin ontspreehondor I'lioil voai frllboron Haupt- 
zwoigo Ig z an don nouon Zwoig /( 7 _i( 2 ) abgogobcn ist. Alio Siltzo llbor oindoutigo Functionoii goUcn 
aucli fllr dio (oindoutigon) Zwoigo oincr mohrdciitigcn Function. Jedom Zwoigo kaun oino bosondoro Ebono, 
dom Zwoigo dio Ebono 2''„ zugowioson wordon. — Don Naehwois ftlr dan Jlcstohcn dor Gloieliungcn 
Ig 0 “ e^o‘ ~ z tlborlassou wir dor oloinontarou Functionontheorio. 


w 0 r t li c. Dai' In ( r.gral 


“'.A 


., m goxitiner Itichhmg Ubcr die gauze Hegremung s eincs den Punkt 


§ 18. Darstollung oinor Function und ihror Dirforontialquotionton durch Iland- 
n>{z)<lz 
(z — 

S im Innern cnlhuUendm endlioken Stilckes in ipciehom w{z) den JJedingungen dos Oauciti/i'cheii Saizes 
genilgl, ersirec/ct, hat den Kerlli ip(C,), warn 5 nieht mif einen Punkt filllt, in mefehem w nnbestimml uder 
nnendlich wird, 

Schroibt man idirnlicb 


yNf;(z) dz /*n>(0 dz [*»>{£) — 'f(S) 

z — ^ %ni g z — j '2sii z — ^ 'IztP 

HO genligt {n>{z ) — in S Uborall, aueh fllr = doii Canohy'sclicn liodingungon, und dna zwoito 
Integral iHt dosliall) Null, fn){^dz:{z — g) ist abev gloieh : (ar — naoh 8 H'l wn- 

raus dor zu bowoisondo fcJatz folgt. 

Da 1:(3: — Q oinon oinzigen boHlhnmtcn orsteii, zwoiten, dritton otc. Didbrontiabiuotionton bo- 
sitzt, also sammt soinon sllnimtlielion Diftbrontinbiuotiontoii oino Fiinotion dor c«in])loxon Vortliidor- 
lichon g ist, so orbillt man, so lango ^ im Iiinorn und nielit am llando von ,S' liegt, untl niebt auf 
oinon Punkt ftlllt, in wolcliom «> unbostininit odor uiiondlicli wird, duroh Difforentiation nacb dor com- 
ploxoii Variabohi £ dio (Iloicbung 

/"acn r d"m(l^) 

ini / 

und don Satz: * 

J'Jine Function iv(z), die im Inncrn eincs Sliickes S den Dedingungen des Cauoky’sehen Sulzcs ge- 
nilgl, ist sammt ihren sUmmtiichen Diff'crentUdquolienlen im Innern, uber nieht nothwendig am Ikmde, cine 
endliche, slelige und reguldre Function dcr complexen Vuriaheln z, ausgenommen etwa in Panklen, in denen 
w unendlich Oder tmbesUmmt wird. 

Donn in dor That hat das bostiinnito llbor dio ganzo Bogronzung s von N orstroekto Integral 
J'n>{Qd^:{z — £)“■''' slots oinon oadliohon Worth, wonn m(£), was voi ausgcsotzt wuvdo, am llando von S 
intograbol ist, und dor Punkt z im Inuorn von S liogt, wclolies sonst soino Lago aueli scin mdgo. 

Dio Stotigkoit abor folgt aus dor Endlielikoit und dom Vorhandonsoin dor Difforontialquotlonton 
in jodom Punkto und iiach alien Kiohtnngon. Bemnach giebt es im Innern eincs SlUckes S, in welchcm 
cine Function dcr complexen Variabeln z den Bedingimgen des Cauchy" schen' Faizes geniigt, weder cine 



I'!?!? IS-- 'id 


Link mch eincn IhmIcI, in melchm die Pi/ferenliu/fflaiclmii!/ Aritir .tnirntiihnLrH k'sihsi’, mts 

K. B. slatlfindou wtlrdo, wonn w(ir) l)oi Aiin(llioiiiii|i{: doH I’uitkloH .■ im idiicn lii>.>diiniiiloii rntila in vor- 


^ N ^ — n » ♦ ti.i 1 11 ^ .-Miuiiiiru I IIIIKI 111 vor- 

scluodonon liiclitungon voiHoliiodoiio Worllio nihiollo. ICbnisoiPmij Lmm rx im /mimit vinpn l‘„nht u 
gehen, in weMem cine solc/w Fuueliou »;(?) nuendlkh wird. fin Inly, Ini (ni I'nlln kuim niiiii y.wur don 

Ptuikt z niolit nuf don runlet « (tillon liiHwni, woil dtiun nHonlmi' ilni' Hiily, «) , 

niclit ninvoudbav ist. Alloiii oh mt (^■- -j) iniinor nndliidi, nnil dtir iiln.nliilii B(i{i(i;“ doH Ahh- 

druckoH kann oino an(?ol)l)aro Zald /!/, dio /.war ftnmM miin 11111 -, din atmi' ..ir.ml.m- mii' vi.n dmi 
Woitlion dor Fnnotion ?p(z) am llando ytm .s' aliliiin^vl, niolit lllnuHtid-t-ii, win iiulm nm-li an « Imran 
goliraciit wird, wflhrond w(«), woIoIioh dioHoni Anndrnoko, ho lungo ! niidit gtsiiaii aiil n ftilli, 'vloicli ini 

oinon alwoluton Bolrag liOHitzon iiuihh, dor gillwHor nlit Jodo Zuld , 1 / goiniiclil woidon kiinii wmai man 

y nur nalio gonng an n rlloki, voraimgCHol/.(, daHH «•(?) I'llr u ummdiicti wird. w.dad za In-ai-hlon 
ist, dasHoino durch Aldlndohing oinOH WorthoH in oinom idiiwdnoii I'miklo Inddmio liiiHlnti-koit mm 
goHoliloHHou iHt. DaraiiH fnlgt, danu oin nnlolior I’uukI u llliorlmn|it niidit vmlmnd.m M«iii kann. llior- 
naeh Sind dio fritlior ymliUdlg mioli uIh mfiglioli hingOHlolllou Auhnnlimoii hIm nnmdKlia!. aiiy.iiHt.lion 
Nilinholi: os giolit koinon Wog duroli daw Inmiro oinoH oinraoli /.itHnmmoidiiia/rnndon Sliii kon s, auf 

wolcliom dio Intogration koinon Hinn lidtio; oh giolit koinon I'linkl in widHiom niolit dillo. 

rcnzirlmr wilro; oh giolit koino rdnio im Innorn von .v, niol.l .lillbron/iil.ao wiiio nad koinon 

Pmikt, in dom w nnlioHUmmt odor nnoiidlioli wllrdo, ’ 

Dio Function niniml zwar lioi Aiiiillliorniig von an Null in vonmldodonon Itioliltimma 
voischiodono Wovtlio an, afior untcr diewm Hind Kioliliuigon, in donon oio illmr alio (Iron/, on wi'iohhl 
uiul zwar wllclist fllr iiowlivo almoliinondo u dim Product i-'v.-''' iilmr alio liron/oa win m 1’ 

f ' ri.'' "« 

o«"cSr:„:;' £ :tT- r ■ 

tu«80u auf ,lon u,« 11 i.l. Vauki 

nmhmkm ll'erlte ,mu, IJr yij'n " '" 7 ," 'T"''' 

Cmchf'tclim (/««%(. ’ * ' ' "■ *“ 

Lilgo nitinlicli dor rcollo Tlioil von « '/.wiHolioii u nml . i i . i i 
(?— 1 , so gonllgfo — Hp*’ »V/ ill V dim 11,. I’ ^ '^''IlO 11 y tiiid 

don Pimktonw and a luiondlicli,’ was naoh a \k 00.1^ 

donon lliolitmigon boi u in vorHoliiodonoii Ordnimw i ' V'^ ' *''l'«ii«"'vonig kann «■(?) in voiMoliio- 

f in tj. alio 7 >>' wio 

brooliono, eomploxo, logaritlimiaclio uml au.lnm ii . 'i bAimon tiiii Iliiiiila van .s' go- 

wohl vol'tommoa. 'Wiuawa ,l»„ V«l,wiu.lo,,. .,,,,1 U„.»„lli,.|nvi.nta,» 

‘'f" 

Vorscluvindot dio in oinom Ebononstliok v dn '^*i* Wortii gloiob oft an. 

roguHra I'lmoliou in dimom StUoko nimnila ao ’ht I'ankl anilinllon kann, 

ganao liogreiKung yon 4 ' in gloiahIMkndom 'sinao or«lL*JlLonal 
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Im imeiullicli feriion Punkto wird w'{z)-.w{z) unendlicli kloin 7 Avoitor Ordnung, woim w{z) dovt reguliir 
ist und die Bodiiiguugen des Cauchy’achon Satzos erfllllt. 

Ist abor w{z) eino Funetion, die in don Puukton wj, . . . des Stllckos S so unendlicli 

gross Oder unendlicli kloin wird, daes »y(z)(^— =/'( 2 ) dort endlieli bleibt, 
so dass also da, wo die positive Zalilon sind, i»{z) mohrfaeho Pole besitzt, oder wo die m negative 
ganzo Zalilen sind, imoiidlicb kloin (— Ordmuig wird; und schliosson wir don imondlich fonion 
Punkt zimaclist durcli oiuo Borandung aus, so dass das Sttlok S' ttbrigbloibt, so ist das Integral llbor 
die Bogronzung voii S' in iiositivor Richtung erstroekt 

Sdltj l'{z) == (ll(/w{z) -|- ^niyf dly{z — Uf,) —f 0,lijw{z)-\~ 

fdlg w(z) = — 2«jr(??ii + m-i -l- • • • -|- »in). 

Dio Zalilon ?« sind nogativ in don Punkten Null, jiositiv in don Punktoii Unoudlioli; zillilon 
wir jedon Punkt Null und jodon Punkt Unondlich so oft, als dor Exponent m angiebt, so lliesst Lioraus 
fill' das Gebiot S' dor wichtigo Satz: 

Der Logarithmus dcr Function w(z) w&chsl am so viele Multipla von 2m, ivenn die Variahele nm 
die gunze Begrenzung von S' positiv Uerumgefilhrt wird, als die Anzulil der Punkle A’tdl die der Piinkie 
Unendlicli in S' iihcriri//'t, 

Dio Bogronzung von S' ontb.'llt (allgomoin zu rodon) dio Borandung dos unoudlioli foriion Punktos; 
sio wordo, positiv in Bozug auf lotztorou gedaebt, init o bozoiclinot, dio Bogronzung von S' wordo mit s', 
dio von S mit s bozoiclinot, so dass s' = s — a ist. Dana goboii dio obigen Gloicliungon dio Beziohung 
/‘d Ig w (z) = fd Ig w (z) — fd Ig w (z) = — 2m Xiiip, fdlg w(z) = — 2m (m, -h + . . . -(- ?«„) -|- / d Ig wiz). 

('> ) ((J) (i) (fj) 

Ist ?v(z):z>’ iin Unondliolion roguliir, wo p cine ganzo positive odor nogativo Zahl soin kann, 
so ist das tlbor o orstrockto Integral 

fd Ig (w(z) : z^') ~ 0, Jd Ig 7v{z) — pj dig z == fdlg «'(z) -|- 2.mp^ 
wovaus folgt, dass das tibor dio ganzo Bogronzung von S orstrockto Integral 

fd Ig w{z)'= — 2m\ p -|- ?«, + 7 }u . . , + „) 

ist, und es iviiclist also auch damn der Logui'ithmus dcr Function w(z) tm so viele Mullijdu von 2m, als 
die Zahl der Punkle Mdl die dcr Punkle Unendlicli illierlrifl't, wenn die VariaMe z die ganze Begrenztmg 
eines Slilckes S in posiliver Richtung durclMuft, welches den unendlicli fcnien Punkt enlhldt. 

Ist S dio ganzo z-Ebeno, so kann man dio Borandung oinos boiiobigon Punktos, in dom w ro- 
guUlr ist nnd nicht vorscliwindot, als Bogronzung ansohen. Das Integral fdlgw{z) llbor dioso Borau- 
dung ist Null, woraus dor wichtigo Batz iliosst; 

Ist die Function w(z) in der ganzen z-Ehene regular uusser in einzelnen Punkten, in denen sie 
Pole hesitzt, so wird sie cbenso oft Full als Unendlicli, 

Ist A oin Worth, don n>(z) nicht llborall anniinmt, und Ji oin obon solchor andoror, so orgiobt 
dio Abzllhlung dorP’unkto Null und Unondlich dor Function /■(z) = (?d(z) — /l);(w(z) — A) don Satz! 

Pic Function 7 v (z) nhnmi, 7venn sie nicht constant ist, jeden JFertli in der z-Ehene glcicli oft an. 

Ein spooiollor Fall ist dor: Die Ji\tnclio7i ?t<(z) ist constant, 7venn sie 7ii7'gend unendlicli ivird, 
7xirgend einen Pol hesitzt. 

Dio Function w(z)=z'^ — 2/Iz niinmt don Worth — /t* nur oininal an, d. h, nur an oinor Stollo» 
fUr z — A\ da abor w(z)-\-A'^ = (z — /!)* dort unondlich kloin zwoitor Ordnung wird, so ist dioso 
Stollo zwoimal zu zllhlen. 

§ 21. Roihonontwickolungon. Aus don Idontitilton 

1 ^ _i_ (z— a) ( 2 w<)‘i (z— «)" ( 2 — 

l-z 

_J . = . i I (S -a) , iC-ay I , (e-a)« , «-«)’■+> 

z— £ z— a ^ (z—rt)2 ' (z—a)8 

folgon dio wichtigon Slltzo: 

T hoinftO) Thotnfnncilonon, 3, Attfl. 



lat 2 oiii I’unkt im lunovii oinos oiulliolion KtllokoH S, in ilom «li() l'’iui(ilii)n «<(i) r()j!;iiliii‘ int, tniil 
wolcbes (Ion Puiikt a im Innom ontliillt, «« int 
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I 

(2 I ^ 

In I. fliluJ Hilmmlliclio I'ntOKmtionoii in |i(mlliv«r Uic.lilmiff lllidr din Kinizn Hi>;'i(nr/,iiii;; vnn .v v,ii 
nolimon, in II. in noft-ativor Ui(ilituiij>:. Dio lotelim (llindnr dioHOi- Mnlwinknlmi;;nu nntnidnlinidt'ii niidi viiii 
(Ion tllnigon iliror Fnnn niioli, mo milKOn dio lioHlfidindiU' ImiHsoit. Din lUniKnii l!lind<n' dnr Hnilin I. 
Bind nach § 18 DiflbroutiaUiuotionton, liin};(5},'ou din dm- Unilin II. Himl, (tlt-(!Hnlinii \ tiiu Unnirlind, MUiiiinh 
licli Null. 

Ist dl)s{z—a)<al)s{i;-—a) fllv alln Imi d(jr InU'^mlinii in llntnudil ini ulun j (dn 

Piinkt im Innoni oinos um don PnnkI; a K<v/.nf;on(m Kioihoh a, d(n' din IIn;oiin/,ntiK vnn ,v wnlit lini lllni 
abor nirgoiul mn S horauHtrilt, ho kaiui man n inimor ho gronw imimum, Mush iIuh Inh^^nil 


'ijti J (ii;. i . . ' 


pnommon llbor dio Poifronzuiify von .v, odor, was in dioKoni b’alln diiHmillm im, iilfoi 
jodon boliobigon Wind von Kkdniicil: oiwiiilit. In dor Tlm(, Hnlznn wir n /,v 
ist R dor Itndius von 6', /• nbor < ft, and numn- Inlogral orblllt. din I’omi 


din I'niijiliniin V, 

» ^ a HO 


\n} 'In J /,v« .n"< 


doi Inclm A(/ ,ft) I' knnn jodou Imlinidgmi (irnd von Kloinlndl nrinictinn, woiiti n t-rtom itonn- 

'“(llUhon S^' '■ «" "'Mil "'«» 'll'" 

mALmAT . ; »"'■ "./■ rt.." I/W«, AW,, 

gmzcn aufslelgmilen lotcmen von z~^a enhvMieln, wohhe moor mwrryin, so tn,i„r z r>n htoki 
mern dims Mcs m. Dlmr Krcio IM dor IJonvrrgouziM ' 

ta II'' ''"'■'“'’I'™" lll"l"'"' i«l 'll" U. .I".' nil'll"" .l»« 

««Zl ,011 l,!i Iw l«l, il. Ii. "Ill" lioll'ililKo AiiM'liimiB 

i«<l 'i. ni I '“'I" ‘■'"'li'” l"’i 'I'"- l‘"ll'» i’".!'. 

fltr dio Punkto dor Porniliotin T ' '*l*"l* I''"ll l"l- IHo" liii'lol im AIlKOiiioiiioii 

.rgon 0 llo?«^ “ ‘''"7''«“fl'™i« I'" Immni .l,»«,llmu "Imr orliltU man 

oiirabMiizitcir. iZ'- f “"'"'I' 

- -olionnsolohnot, and os wortoa ualoi I'unicloii mird™"?™" ""'''i 

r Im Convorgoaskmi.o ltk .0 ^Clai'Zr 
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§ 22 ] 


g 22. Die Laurent'scbo fioibe, 1st eine Function nj(z) im Inmrn und am Ramie eincs (bei- 

laufig zTif^ifacli zusammenhangmdm) Mbenensliickes S ztvischen zwei im Punkte a ceniriscken I&eisen re- 

(juliir, so sie sick auf eine und nttr auf cine TVeise nach ganzen auf- und ahsteigenden Potenzen von 

z — a in unendliche Rcihe entwickeln, die so lange convergirl, als z cm Ikmkt im Inneni von S isi, 

Seien die Poripberien dcs ilussoron iiud iiinoroii Kroisoa bez. O' und 

C, so bilflon C, C zusammen die ganzo Bogrenzung dos StUckcs 6’, und iin 
Iiuiern sovvobl als am liande ist tv(z) rogulai’. Doslmlb ist die Suinmo 
der InteS‘i*4ilo fiber C' in positiver und (Ibor C in nogativcr Ilicbtung 
Oder der Integralo liber O' uad 0 


f f 

,/ S — zlzci^ 1 z — 



O' 

beideniale in positiver Kicbtung iutogrirt, gloioli w(_z), woil in dor That 
diese boiclon Intogratioiion zusainmen dor liber die ganzo Bogreir/iUng von S 
gloichkomiiiGii. Da aber, so lango abs(z — «)<«?«■(£ — «) ist, i:(^ — z), 
and so Iftug’e abs(z a) > abs{^ a) ist, 1 :(z Q boz. in dio absolut and uiibcdingt convovgoiiton Itoilioii 

1 (z— ay (e— «)’*-! 

£ Z «)“+>’ 2 — ^ — a)"' 

eutvvickolD av sind, and da boi dor Integration tlber C' wirklich abs {z — a) < ahs (t ; — «) und hot dor 
liber G al/s C^—a)>abs(^ — o) ist, wonn z un Innoni von S Hogt, so folgt 


0 


{^—ay-H2Kt ^ 2sti ' • 


worin nun iiaoli dom Cauoby’scbou Satze statt dor Integration llbor O' and 0 oiiio llbor oiiio boliobigo 
in a conti’isobo KreiBlime zwisobeu und 0 gowillilt word on Icaiiii. 

. Entwiokelbarkeit dargotlian; os muss nocli naoligowioson ivordou, dass sio nur 

auf eine Weiso mdglicb ist, wozu dio Motbodo dor unbcstiramtou Ooofrtoiontou nicbt auHroicht. 

abstoigondon Potonzon von z — a geordiiolo, absolut odor iniiulostons 
gleichmliasig convergonto Eoilien wonigstons flir dio Pankto dor Poripborio p oiiios in a contrisolion 
Kiomos oinander gloicli, so mlisson dio Coomcionton gloich bobor Potonzon oinandor gloich scin Midti- 
phcivt man nlimlicb dio Gloicbung 

-j-ort 

Y~, uitogTirt abor die Pcripliorio wobci alH ganzo positive oiler nogativo %alil odor 

als gloich Null vorausgcsotzt ist, so liat man 

und os fallen auf beidon Seiton slimmtlicl.o Torino bisYif don luit mid auf dor andorn 

deu mit multiplicirton fort. Bonn os ist /( 2 ~a)»+/^ = 0, wonn n + p oino von ~1 

dene ganzo Zabl ist, imd f(z~a)-Ulz^2m naoh § 1(5. Somit babon wir, was anch n 
^ odor w. z. b. w. ^ 


-|-c« 




-a)"'l--“f?2, 


Unken PoslHvo Richfcnng cllo, bol welohor dio begronzlo Kroisflilolio, nloht i 

eiB 2 igo "’I® ‘Icr Vm-limlorUoIion oIno 

worthe dor xtojjje nm wenfgor als oino belloltSB' nlf” Summo dov orston M Gliodor sioh von dom Gronz- 

aim wenigor ais oino beliobig kloln vorgegebono GrUsso a iintoreclioidot. 
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Besitzt (lie Function ?y(z) im Punktea einen wfaclion Pol, ist abor noust in G rogultti',^ 8(i Ijiuclit 
(lie absteigendo Entwickoluug mit dem Tome {z — d)~" ab. lloBitzt dio Function im mioiitlHoli foi'injn 
Punkte einen nfaclien Pol, ist aber soust ausserlialb G regullii’, so bi’icht dio aufatoigondo 
niit dem Ternie (z — a)"l ab. Ist demnach die Function in dor gaiizon z-I'jbono rogulitu und Imt un un- 
endlicli fernen Punkte einen nfachen Pol, so ist sie oino ganzo (rationale) Function vom IJriitlo h. Dan 

Restglied der bis zuni nten Terme naeh Potcnzen von z ontwickolton Mac-Laurin’sclioii Itoiiio (I. 22) 

bat dio Form /* 

wo das Integral liber einen beliebig grossen Krois uin don Piinkt Null, dor zugloi(5h z nniHfililiOHHt, /ii 
erstroeken ist. Da der Integrand im Uueiullielien unondlicli kloin zwoitor Ordnnng ^vi^'d, ini; diunur 
Rest Null. — Die Darstellung einer Function (lurch eino nacb Potoiizon von z — a IbrtHcliroitondo Uoilitf 
.soil iu jcdein Fallo eino Entwickelung im Punkte a lioisson. 


§ 23. Gauze transcendente Funetionon. LUsst sich eine, FuncMon m {z) in einn iitu'h t/anziut. 
posHiven Potenzen von z—a (odcr z) fortsclireitende Reihe entwickchi, mlche filr jechs mch j^'o .(//'rt.v.sv; z 
coiivei'ffiri, oder ist die eindeutige Function 7v{z), was dasselhe ist, in der //anzen z-Ehene re{/itl(lr, unsj/o- 
nommcn im unendlich fernen Puncie, so nennt man sie eine game transcendente Function, liriedit dio JCiil- 
wickelung ab, bat n>(z) im unendlicb fernen Punkte oinon Pol, so lioisst dio FuiKdioii selilcxdilliin tdno 
ganzo, Oder, wonn oine ntlherc Bestimraung ndtliig wird, ohm ganzo rationale Function. In doi- Fuuc.tioii 
e' und den dyaus abgeleiteteu sinz, cosz begeguot man iu dor Analysis zuorst don gan/.on tniimuou- 
denteii Fuuctioiien. Aueh dio Function \:facz gobort zii ilmon. Selioii dio olomontaro P'lmc.tiujioii-' 
tbeorie vermag eino Reibe sebbner Siltzo tlber dio gauzon transcoiulouton Funetionon /u orwoiuou iinil 
erzeugt unendlieii viele soldier Funetionon (lurch Ubcrall eonvorgonto Produkto. Wir boHohrtlnkdii mm 
bier auf die Betraebtung Hirer weseutlicb singulilron Stolle, don lumndlicli fornon PtniklOH, mtil 

bnngen den Satz von Picard liber die Notbwoudigkoit dor Unondlicli violdoutigkoit iliror Uiiikohnmirdii 
an einer sjiaferen Stelle. 


yer<^nderhclie einer ganzen transcendenten F\mction tv{z) lUssl sick so dem unemitinh f'eruru 

imcndUdi gross wird, die Jade anf/ebhara nhr.r- 

waelLn arr.! ” fT ^ «« 

waciisen lassen, dass wiz):z^ auch noch tlber alio Groiv/on wtlchfit, 

so kbnn^^dk prfwliJpi "If - Fotonzon von ontwickoln lliK.it, 

so konnen die Entwickelungscoefficienten in ..(-) = A -h^i^-h + ..., dio Intogralo 

. _ 1 A(£)<?S 1 

^ g"' J , 

vo^hwlnto. Da abor naol, dom MittulwortlmW^. 

zwischon 0 uu(l 2ji: ist so wllrde m . • *’i von aiis«^(/^e'0 fllr nllo / 

>il"» witre, notbwendig absA von einem so grosso ii und jodos noch so grojHRo m nicht 

Zabl, also Null werden, was "gegen die VoraulTung ^ 

dass sick ^•’^ohsezz Ias.sen hmm, 

«1 «2 «3 ur-.-Cn..., 80° btlXi ^dte8e"Sw^^^^ unendlich oft Null, otwa in tlon Pimktou 

viele Termo jedo noch so grosse dim i Folgo von Zahlon, in dor miondUcU 

Grenzon wacLsen. Bonn waren diese Zablon ^,1® “.^®“ Betrago naob llbortroffen, dio also abor allo 
olomentaron Aritbmetik zufolge eine Grenzstelln bosclirilnkt, so -vvlirtlon sio dor 

wablt werden modite, unendlieb vide Nullstellen waverDiVS auch ffo- 

uen. Dio Motliodo dor unbestimmton Oooffleiowtou 
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?oi8t fill- oine aolcho Piinctiou oloraontar don Satz, (lass sio Idontiseh Null let. Da f{z) als ganzo 
.nsooiulonto Function nicht idontifieh Null soin kann, so Inssou sicli in dom zuovst angonommonon 
lie auH don Zalilon «j Aj ...a,, ... dor lloilto nacU solclio wilhlon, dass sic Ubor alio Gronaon wachson 
I (lie Gloicliung /■(z) = 0 odor iv{z) — A crftlllon, was wir liowoison wollton, Wonn abor aweitons 
Zahloninongo «( «2 . luir oino ondlioho ist (os mogou sioh auch oinigo imtoroinandor gloicho 

in vorfindon, odor os mag f{z) an oinigon Stollon unondlicli kloin holioror Oidnuug wordcii, so ist 
Finiotion G{z) — {z — Uy){z — u<^ ,..{z — a^\f{z) oino Function, dio fllr ,allo ondliclion z rognlilr 
also oino ganzo transcondonto Function. Man kann doshalb z so Ubor alio Gronzoii waeliscn lasson, 
IS sio unoiullich gross, odor dass f{z) unondtioh kloin, odor w{z) bolicbig nalio gloieh A wird. Also 
ill in diosom Fallo ist dor Bata riclitig, 

Dass oino ganzo transcondonto Funotion oinon oinaolnon Wortli gar niobt fUr endliolio z anzn- 
luion brancbt, lobrt das Jloiaiiiol o', wololio Fimctiou nicht Null wird. Hingogon inilssou dor rcollo 
oil oinor solohon Function und dor iinaginilro Tlioil fllr sicli jodou boliobigon Wortli unondlicli oft 
lolunon, Ist w{z) dioso Function, so gontlgt os, dioson Bata fUr don roollon Tlioil naclizuwoison, woil 
sicli inittols oinor gloiclion llotraclituiig dor Function iw{z) aucli fttr doii iinagiii.'trou Tlioil orgiobt. 

Eh giobt fllr bostininito z Wortlio von w{z)^ dio solbst und also aucli in iliroin roollon Tlioilo 

I von dor groHson Zahl M und oboiisolclio, die sicli von — M bolicbig wonig initorBclioidon, wio wir 

II gofiuidon liaboii. Vorbiiidot iiiaii zwoi solclio Pnnkto z diiroli oino boliobigo Liiiio, so muss, woil 
5) Htotlg ist, (lor roollo Tlioil diosor Function Jodoii Worth zwisclion + M luul — M auf diosor Linio 
inal wirklicli amioliinon, und da os unondlicli viol vcrscliicdono solclior Tiiiiion giobt, ho iiiuss dor roollo 
ail von ?w(«) jodon Worth zwisclion — jV iiiid -I- iW, wio gross auch dio roollo Zalil M soiii mag, un- 
[lioh oft aimohmoii, w. z. b. w. 


§ 24. Parti albrtlcbo, Eino Function «>(«), dio in dor ganzon z-Ebono roguUlr ist, luissor wo 
l^olo hat, oiiio ratioiialo Function, lilsst sicli als oino Sumnio aus oinor abbrooliondon aufstoigon- 
i und aus mohroron abstoigoiidon abbrooliondon Potoiizroilion darstolton, Dio Torino dor lotztoron 
; wordon Partialbrllcho goiiannt. 

Ist dor unondlicli fonio Puiikt oin nfaclior Pol, so wissou wir, dass sioh dio Function uach ab- 
igondon Potonzon von z in oino in dor Umgobuiig jonos Pmiktos coiivorgonto Uoilio von dor Form 
wiokoln lilsst 


w{z) ^ tj (i) -1- (h 2"' -I- -h . . . , 0{z) «= (L.„z" + 6L„.|., s"- -i -h . . . ('-i z -h 6'o , 

I OH ist (loslialb /'{z) 7v{z) — //(x) oiiio Funotion, dio im Uiioiidliolioii vorschwiiidot und rogulllr ist, 

I Hoiist noflli dioHoilion Polo als w{z) bositzt. 

Bind dioso Polo «i dio lioz, «i| -?%-•••«*/< sliid, und wordon dio llorandnugoii 

Hor Polo mit («i), (u^) . . . bozoiclmot, wllbrond s dio Uogronzimg oiiios solohon Elioiunistllckos .S' (z, lb 
OH Holir grosHOn Kroisos) soiii mag, wololios dio Hilimntliclion Polo iiii Inuorii oiitliillt, so ist iiaoh § 14, 
il /(S):(£ — z) im UnondUchoii uiioiullioli kloin zwoitor Ordmmg wild, 

A5)€ . , , f 

(£~ z) iizt ^ -I- » 


AtR I KJ 


go 

r 


y~fi p 

u= / fK^) 

'(1) 

Liogt z auHHorhalb dor llorandung dos Punktos m, wolcho Ammlimo imnior zuUlssjo- 
nicht auf u solbst ftUlt, ist ?« > 0, so ist 




(1+ 


(5-ti)'(z-9 ./ (*— u)(5-a)' 

) <«0 

Ist (labor in dor Uragoluiug dos Punktos 

Hz) = u^^iz—uy)-” + . . . -I- ul;(z 
fliesst aus doii Gloichuiigou 


w 


(s- 

Iz- 


-«)»• (g 
-«)™ ' (z 




z)J 
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l§§ 2<i.~..2r> 


f{z) = 


v=n 



(z— g)2/jt’ 


w{z)==(j{z) 


v^/i P 
I 

} 


W{z) = J7(z) + Rx (z) + R<i{z) -I- . . . -I- nii{z), 


(z-S)2/> 


(lie Davstellung 

wo i«v==»p!!!,{ 2 —jO“" + ^_n+i(^-«v)~”'^^ + -'- + y!j(-2— «»-)■"' <«»o, von rolon atigc- 

sehen, regulliio Function, die also rational ist, so hat dio Fimctioii «»'(z):?a(z) stota nur oi u f'ti-oiio I>o|o, 
und zwar ist da, wo w(z) wi-mal verschwindet, das Rosiduum + ?«; wo ti> (s) »Hnal inioiullioh fA'i'OHH W'ird, 
ist das Residuum ~m. Ini Unondliehen abor wild ?//(z):w(z) miciidlitili kloiii. Sind dlo I’lniklo MuH 
iind Unondlich von ;y(z) «j dio bez. ... ??j„-faciio Hind, wti dio hjj .. . )»,i |ioHi- 

tive odor negative Zalden sind, so ist 
ti>'{z) : w (z) ~ (/»! : (z • 


-«i)) + (% : (z — uj)) H- . . . -|" 0«n : (* ««)) . 


§ 25. Partialbruebontwiekelung transcondoiitor Fiuiotimioii. Zinvoilon l*tHnoii sii-li 
aucb transcondonte Functionen naoh dor Motliodo dos vorigon I’anigrai'liun daratollon. I'^h korniiit 
davauf an, oin Gobiot5 so zix bestimraen, dass das Integral y ' 2)1 Hljor Hoino llof^roiizmig or- 

streckt, entweder verschwindet oder doob bei passendcr VorgroBsorungaw’oiKO vou S lioliobip: liloiii wini, 
Wir bogntigen uns mit oinom Beispiel, duroh welches dio Saolio liiiiroioliond klar gOBtollt wircl, ludinion 
iffjtz fUr w{z) an. Fltr das Gebiet S nohmen wir oin Quadrat ndt ilcii Kokon »j(l -(- /), w((l /), 
— »i(l + i), — ?«(1 — 0, wo m oine ganzo Zahl ist. Dor Pinikt Null ist Mittolpunkt von A', uinl in dou 
Endpunkten eines jeden Durohmossors dioser Figur ninimt als gorado Fiinotion gloicsiui Wt'illio 

an. Setzt man 5 = | + so ist auf don boiden dor imaginiiron Aidiso parallolou fcjoitoii <loH (.itiudmlen 
= ((/{•jz ftm ^ igxrji~i {p‘‘i — | - 

woraus folgt, dass auf dieson Soiten immor kloiiior als Fins IhI. Aid' don Soiton aliov, woltdio 

der reellen Achso parallel sind, ist w{^) = ig{n^±mm) odor 

^nm q~ 17C^ imn ^ j 




gWl+wm ^ 1 2ia4H:ijwm'' j 

Wild m grosser und grSssor genoinmon, so n.'lhort sich oinor dor beidon lol/.ton AundrilxdvO der 
Lms, dor andero dor Null. Hiernaoh kann m so gross gonommon wordoii, dasH «>(C) auf clin- gnii/.im 

Begrenzung dos Quadrates absolut genommen kloinor als 2 ist. Dus Integral llbor dio Hoi? ronzung .v, 
dieses Quadrates ist r-. > 

I„, = f (0.^ ^ J. f .... , /Vj'/ JTg r/g 

Ts zumPuiiktNull symraotrisoli liogondon Htellcn iloH Handim 

hi .md^L? lf !“■ «“*gfengcsotzte Werthe hat. Da fornor <lio Uniidkiirvo . 9 ,,. dio 
bat und abs^ auf grosser als m,^ abs igjt^ < 2 ist, so ist naoh § 1 1 

1 , , J^ff^^‘^^'U^-z)<W{abs(C—z), 

* a> ’’M uss SeBiduum in leclem diosnr PnnlrfA ?«« i ^ *1 i- "i 

ergiebt, in der g der Summationsbuchstabo ist, ~l ho dass sich tJio Foruxsl 

4 </) 

7[fgnz= Urn V = 'V- 

lim-Zeichen hehaftftrtdlLn^trt.^^L'^? ««uvorgoiito Roiho, dor mjt doin 

braucht unsere Gloichung nur so lange riehtia- zu Rnin *i i ‘ Mittonmulcf, so 

dor reellen Achse als auf dem neSn ^ positive,! 'I’l.oilo 

Pole wiiohst. Allordings wtlrde dtr Gi-enzwm-th sioh nilt i^T^** -l^oditigung die Zald der 

vxienzweitli sioh niolit hndorn, worn, oino bostiinmto foste 55ald von 


g]«i(d(0. 
Infill go Sw 


lihK 



Polen auf dor oinen Soito molir goiiommon wUrtlo als auf dor andorn, douu niit waclisondom m 
diesor Uobofsohuss gogon Null oonvorgiroii. Wllrdo man abor U. dio Zalil dor poaitivoii Polo 


— m 


V/ 

BO gross n oilmen als die dor negativoii, so wllrdo sich orgobon; 

nip 4 m — "i 1 7n;i > 

Um . 7 " j i' ^ Urn — r"i — - + - = jr 

“h 4 ^ V ” Z jmaiH -h I Z 

''s » 

5"” 


Will'd 




1 


mC/)~13 

iff :!tz + Urn ’V 

>««ii // d- m 'h • ’- 

■.!> 


TtUj^tZ 


ig VIZ -I- y; , 


~xI(j;kz -\~ Hm , -x - • 

>nal m , , u , \ — 'lz 

» 1-h d- o - '1 

m Im ^ 

also eln Wortli, dor iiicbt Tctgstz iBt. — Sotxon wir kltnftigoii Gobraiiclios wogon. uooli (z /i):2c fu 

ii,n V -i 

2 c 2 c wj r:; cn -ifltswsl ll '•j- **|** i) 0 Z 


bez. nil- ni-i- 


§ 21k Produktontwiokolung. Ist oino rationale Function, dio in don Pmikton a, Wa .. 
_ «i.. «. -nial vorsoliwiudot, iu M| wa • • • “j. kez. ?ii- hj- ,, . ?j,,-mal unondlicli gross wird, so 1 h 


> . m 


'it- 


»l| 

w{z) z — y^ 

woraiis duroh Intogration idlgt: 


ffia 


-H 




m 


7‘ 


}i, 




-M, 


«'i 


Iff m («) — 0'~[~ l(/i{z — (z — . (z — — (ffiiz — (z — «a) 




tv 


(z— Wi)”' (z— j«a)"» , . . (z 


(z — 





~«b-V 

W—j'i/ V 

fo ' Uo“-«l/ ‘ ' 

' Uo- 



Aiuih trnnscomlento Punotlonou laaHon sicli li/lufig dnrcli QronKwortho Hololior Produlito, durol 
luiendlioho l-’rodukto darBtollon, woim sich oin (Joliiot .s' bostiininon lllssl, fdr wolebos das Ilamlintogra 
doB Intograi;don ?y'(z) : «;(^') (^' — ^s) oiitwodor vorseliwindot, odor boi piiHsondor VorgrOssoruug von A' bo 
liobig kloiu wird, odor, was dassolbo iBt, wonu «''(z): hj(z) oino Pftrtialbruelidai'fitollnng zuUlsHt. Irilogriroi 
wir das am Nndo dos vorigoii I'avagraiilton Htoliomlo Hoiapiol liber z vou o bis z, so orlinlton wir (worn 
II oin Protluktzoiolion und ft dor vorilndorlielio Index dor Faetoroii iwt), 

iff ^eo.v^-fcrA) : CO.V (// ('* ‘I* : (* -f- l)c)) , 


,^ot(z — h) 3 th 

2c a 


^ Da« mit doin Zoiclion liin vorsoliouo Produkt darf aus doiiHolbou (Jrllndou wio dio Stiiumo 
vorig'on Paragraphoii uicht achloolitlun als unomlliohoH Produkt aufgofasHt wordoii. 

^n^oi'flliohou Prodiikto und Parltulbruoliroiiion uignon »icli ganz vorzllglicli ziir Uar^' 
poriodisQhor und doppolt poriotliBclior Funotionon. Dio lotzlon Gloiclmngon diosoH luul dos 
iaragraphon lioforn Doispiolo dor DarBtollung oinfncli poriodisclior Funcliouen. 


. M iH oiuom Kroiae init dom IladiuR It nm Null 

0 enza’oilio ?i»(z) = «(, -f- a,.z -hojasS-f ... doiluirt dort ohm rogulliro Function. Abor auoh uing 
os, wonn man ?y(z) — «o“='£ sotsifc, uud woun ie'(z) niclit mit t vorseliwindot, oino Uii: 
1 f ^ rogulliro Function von £ iat. Nimmt dio Xloiho a,z-i-« 2 z 2 

cien WertU Null aussor fUr zr«=.0 nooh oin- odor mohrero male an, bo kann dio Gloichmi 
ajz +a8*“ -h-.. vlolloioht duroh oino naoh ganzou Potonzon von g fortsohroitoudo Roll) 
weraon, dio oin eoustantoa Gliecl ontbait, > Vorlnngon wir abor, dnaa z mit g vorsohwindo, o 




f§ 27 


wii- ail, was immor irioglich ist, (lass wir uiii iloii Puiikt Null iin Kvoiso Jt imr oin ho kloincH Gobiot 
botraohten, in wolchom «|^ + + . . . iiur fllr z = 0 vorscliwiiulot, so giobt os mir oino PotoiiKioilio 

in g, wolcho dio Gloielmng bcfriodigt. Dass dio orsto Potoiiz in dor Kiitwickoliing iiiclit folilon kaim 
wonn w\z) iiiolit Null ist, orliollt unuiittclbar. ’ 

Ohiio dio Allgomoiiilioit zu lioselinliikoii, kaiiii man aiiiiolmicn, duHK ok Hiidi iiiii dio Gloicluui"* 

liandolt, in welclior dio roclito Soito fllr ^ = 1 iiooli coiivorgoiit ist, doiin um dioH zu orroiolicn kaiiii 
man dor gegobonoii Gloielmng durch dio HuliKtitutioii «2 fllr 2, fUr 4- ,iio gowIluHohto Form 'goboii 
Fs folgt aus dicsor Annalimo, dass dio c„ niit waolmondon n absolut gonommoii kloinor uiid kloinor 
wordeii. -- Sind dio uiibostimmton Griisson oinoH Polynoms luir durch dnu •! ->^01(111011 vorbundoii ko 

wollon wir os formal positiv noimon. - Soil mm dio Gloichuug duroli ciiioii AiiHcliuck vou’dor 
Form befriodigt wordoii 

• 1 , 2 = £ (J -I- *1 S -I- A. d- . . . -I- -I- . . .) -- K /'(C) , 

(z-4) : 42 = -I- ft^4 -I- . . . .|, ft„^,4« -I- . . . c^/.2(4) .p fi,,47>i.(4) -1.. . . . .|. a„4«-2/.H(4) . |, . , , 

soin, mid dor Gooificioiit voii Q' muKS boidorHoilH dorKolbo Hoiii, m. (Iukh dio b.. Hir.li duroli oino 

Ivocursioiisforinol bostimmoii, dio h„ aua . /i„_i boroolmot. Nun liolbrii '/.um (Jooflic.iouUut voii C" 

A 1 Jl, " ^ ■!' 'vi-sl,’ -I- . . . wiUt, iHi lutCiiH, VOII i](iiii 

/' (Q = /In + [I An C /A. -I- 4 ' ' //: -I.,., 

imr das orsto Glicd 0111011 lioitrag, uiid zwar oiiioii formal pmiilivoii JJoitrag v,u dioHom Gooflhdonlou 
D™.. Oisiobt .iol, diio IWoliiiiiB ii, wdolio,. "iii i;;™ . ^ 

tivoB 1 olyiiom aim Produktoii dor GriiKson h, c ist. 'A. J{.; 

A, = C2 «=< JJo, hi == ihi a -I- 0;, = 2 c“ -I- c,| =; J/^ A, cJli" -U th-,) - I- <ih, C; -I- a. 

Frsotzt man nun in Ai= (li(k lh,CiC,Oi) /;„ hi durch dio gofuudomm Aimdrlloko in wi ’(Jhhk h, -- 

t* 2 C 3 ...CH- 2 ) /d ‘Invch //o, /yj (lurch //,, A, durch HO (bb-t // .1.1 // G y. /• ^ . 1 "v/*;" !'" 

mlnto '’“‘'1''?“" 7", fiii'liiill 'iiimVtivoil tb.lyi i.I^^ '" joi" iT 

olulc, Buti-iis 0.1.01, .ololion My J..,,- Ate .vinl „ 4 , 

sirii ■"* “™'“' '■' 

uiich (lorBolboii Mollioilo iini, ho oilialton wir^ * '*'■(1— *) “-(o --(/I/+l)i.):(l- - v) 

m^3sgs|ss= 

2 ^ ^ £"|gi) (-.1 'ld/~2)" 

2 (ylT-j- 2 fju I -jx “ - ’ ^ 

^ S , .."d C),, eiiion 

ilio HO ta,go'“voJ^*al“ v«.. S „.„„„|.,o„, 

abs^ < — |/(2/irH-T)2Z:f, {,bs^<: 1 ; (2d/+ 1) 



ist, Mitliiii ist aucli dio lioiho 
1 + i; -I- bit;-'- -I- . . . + 



SicmrTiH^^iBSr Couvo,-„obior, oin Gobiot, in dom f 


in -A Potonmiho dio Form hat: 

f ' -I-..., HO dafls alflo //, := 4 . . , o, odor . 

nicht orlaubt. 

y ^ 


’ ^h..M HO tlURH al80 odor ^v'ii)) ,v"(i)) ^ 

, 4. abor dor orato von Null voraohiodono Coomciont iat, ao sind dio vorigon Vchlliaso 

I'all Hogloicb auf don vorigon zurllelcfllbron, iiidom man aobroibt 


Am 


( 4 I 41+1 I 4i-|-2 o , \i« , 

V ■'■ ^ ■*' ■ 4 4 . . .j - ^ (1 + Jhz-\- Jhz-'- 4 . . . 4 y;,.m 


woil in dor Uingolmng doa runklca Null, wonn fur don Logarithmua dor llauiitworth gonommcn wird 


\ ^'hn /im / 




rognlJir lat »nd aic i m oino Polonzroilio 1 -|- //.z -|- 4 -.. mit boatiinnitoin Convorgou'/dioroioh ont- 
wickoln lilaal. Nacli don ini vorigon Paragra])bon gorvmdonon Sllf/on folgt liioraua aogloicb, class in 
oinom boatimmton von /.•„ 4. . ulao von 4 ., 4.4, 4.4. • . . abldingondon Gobioto . dm-oh iil nadl 

gwizon iioaitiyou Potonzon voi} \/w~A, fortaoliroitondo Hoiho daratollbar iat, dio in jodom Punkto dos 
Convorgonzgobiotca m Wortlio boaitzt, woil dio wto Wurzol wdoutig iat. 

8 21). ICrwoitornng doa UmkoliriirobloniH, Wir botracliton jolzt oino Koiho a:==a,s-h 
(iii 4 m:i.v m wololior a, «„ uin Null rogulilro Funotionon von z aind, dio 

Hich naol. gun/ou Poton/.on von * ontwickoln laaaon. Daboi uolimcn wir an, daaa « mit . voracbw ,10° 
«i lungcgon nut s n 1 0 b t voraohwindo. Dunn aind auoli « i «, c', ~ c'„ « • « =r _ o' 

in dor IJmgobung doH Punktoa Null rogulilro Funotionon. also durcb Koil.on dnratcilitor. 'dio nach m 
lolon/on von z forlacliroilon. Daboi lat nocli vorauazuaotzon, daas das Convorgonzgobiot von nielit 
mit wachaondom n gogon Null eonvorgirt, woraua dioaolbo Kigonaehaft fllr c'„ von aolbat ilioaat. Hiorauf 
raaobon wir dio Hubatilution und ricliton « so oin, daaa dio Roilion c', c'a, c%, , , . f«r t=«l 

nocb oonvorgiron Dio Gooflioionton dor Poto.won von g in dioaon lloihon boait.on al^laim in Jlomig 
auf ihron abaolulon Ilotmg oino oboro Grciir/A oin Maximum a, woil aio mit wachaondom Indox go-on 
Null oonvorgiron, Mit dioaor Giohho dividiroii wir mid Hoty.oii c' : (V =: c, c'o : Cr 5= e, ^ 

80 daaa wir OK mit dor Gloiolmng Ku tliun liabon 

C — ,,, — c„S" — 

worm c, cj, (?a, . . , nach guiv/on Potoiizon von g fortsohroitondo Roihoii sind, doron Gooflioionton ihrom 
absoluton Uotrago nach kloinor odor gloioh don Gooflioionton dor Iloiho i : (1— g) ■=» 1 4 C 4 -1 £» 1 

GiOssoiK l.(l--«/«p, und os lat (labor nach §27 ^ »= <;4J|C*4*2U»4...4&«c"-D4.... worm b, 

‘ ■ ' 7 ° Polynonio von 03, ... ^,4, ... sind, und mithin Fiinctionon von I 

Wm-ih n ’ m “ f ^ eonvorgirt dioso Roiho jedonfalls so laiigo c dob 

Woith (1 abs g) : (d - ubsO mciit (Iboratoigt. Dios hat fUr Wortlio von g, doron absolutor Botrag oino 
gowisso von don Gooflioionton in c abhiliigigo, jodoch von Null vorsohiodono Grfisso nicht Uborstoigt. 
siohor atatt, woil c mit g vorschwindof. ® 

Dio hior unorlftsslich zu orlodigondo Frago ist abor dio, ob sich dioso Roiho auch naoh Potenzon 
von ^ ortluon lasso, Zu tliosom Zwocko botrachton wiv dio Roiho a = 7 19.^73 + . . . + , , ,, 


in wolchor dio |9„ 4, . . ., ft,„ 

'I’homno, TIiDlRrniioiloiicu. 3, Aufl. 


au8 dou &f. b 


'll * « *) • dadiu'ch liorvorgogang^on sind, dass dio 

5 



sammtlich (lurch l + g + g=-|-...= 1 oraolzt wordon Hind, un.l in wnlHm.. 

/”?:(! — 5)==£ + 5^ + 5®H-..* ist. Es sind mm die Cool'llcicntcii ill j', , 

absoluten Betrage naeh grosser odor miudostous gloioh doii ontHproeliondcii in «.•, 

es werden also auch, wenn man nach Potoiizon von ^ ordnot, die (hioriiciontni’i cltn- ih’itvvickol’inm- vlll 
7"/^n+i glosser, mindestens aber gloicli don Oooflicionton von soiii. .Duhh nhcr n>«/j • t 

eine Poteuzreiho nach $ umordnoii lasso, ist loicht ormclitlich. Eh ist m'lmlich a oiiui li^„ fi! ''.‘'UT * "J 


• iJ -I - 1 — 0 


•utionalitdt und 
iMiHliiuiiit; imd lilHst 


(lurch die Gleiehung g = 0(1 — g) — oo ; (1- o) odor (W(2 --.^-) 

sich nach Potenzen von $ ontvvickohi, so lango die Icloincro Wuri^ol ,lor aioi<d.nnK 

1 4S(2-£) = 1_8M-4S2 = 0 ist. In domsolbon UniCango iiitiHs um ho molir nioli dio Uolho 

fllr ^ m emo nach Potonzon von ^^zut fortscliroilondo Uoilio uniordncn laHKon ho d,>«„ . ■ , 

Bcsultate gelangt sind. <loin 

aente Doppelpotenzreihe, sind also . . . ndhen, die i,eh Poieiren m„ > 

tmd vemlmindet a mil z, Imgegcn verschtvindol «, mil z niold, so isl s eine Funriiou mnC 
besimunien Umgehung des Punkies Ml rcouUir hL mi lUe m etner 


/IT .. ?i®x P‘^™Si'iiplion findon sich Hclion in moincr 

(Halle 1880) auf Soite 108-110. 


,(d()iii()iiimon l'’uiu!ti()iumt,li<io|.io“ 


§ 30. Umkehrung dor rogulllron Punotionnn i.'u u,.! ./ n • . 

hangeuden Ebenenstttek S' oine regulitro Function doron Aliln/ii '"i znsainmou- 

W,rtk ,w6im.I ,,n,l clio to * '' '“i"™ 

beJeto .lie Wertho von , in dov ».|Zo oinon o ld 21, ! I’,,™" ■'■, "‘-lil! i«t. Itam. 
tlberall, ich meine so, dass im Innorn dor doin Wimdn • vri J Horoicdi JV oinraoli nnd 

» von i n„, jeden Punk, einmnl „„d ,1 “i, i " L Zm tr?”,"":' 
sprieht in der That dom Rando . in dor «;.Ebono oin cnniim • ^telig'luut von w urn Itan.lo oi.t- 
Knoteu hat, woil in koin Worth, don Rami oin-oschi.mZ ^ i f^O'' Icoiucii 

mm dor Worth von 7v im Punkto im Innorn von V «,! )«( 7"."v wordou hoII. U 

wenn j um den Rand von S liorumgofdhrt wird gloi'ch dor mir”' oi’l'dlirt, 

von a vom Punkto aus gosohon, mid zugloich auch doicli * '""ll'plieirtou Holioinliuron (IiJ)hho 
% nur einmal annimmt. 1 st aber « irgcnroh P« i? n ^ <•«'* Worth 

die scheiubare mit 1 multiplicirto Gresri! " alo i . r "" «), 

« ausserhalb liegt. Es wichst aber /r7(rB-«)\w Null, woi.n 

als wenn z um don Rand ^ von A- honirngoftllirt wird ''‘“’"“'KOl'Hlirt wild, 

wachs 2r^ und es muss nach § 20 don Worth a iii\- 

der Znwachs von lg(m~a) Null, «,„! nimm in dt wlT. « MUSHorliall,, h„ ist 

umkehrung (§ 27) flthrt zu dom Sohluss, dal! in v olo "I?'" vou dor Roil.o 

f 1 ^ fleiisolbeii Worth mohrmoiro iHinoiion voii Hoi. 

tMh Uberdeokee, und worn »'(.) i« SyoJiUi m Her ,„kI da moln- 

m diMerlui! -T f'"'' " ™rrtWoiio Zwllso fo Sw" 'IL 

i, »'(«) .01 elcUt aui, koin T ''™ ««l'l..»HMBOraneon v,m 

selbst aiisgeschlossen ist. Annahnio, ,o nolinio jodon Worth mir olnmal an, von 

SveJionzkS T TdflsrSi’otof 1 °^^^^^ ""“‘if" 

^ii'd (lie refi-iii 4 ^ '*'ou 5 ontwedor borlthrt odoi- oi I 1 etouzi'oiho darntollon, doron 

Function a.(z) durch dio Roiho I bor das 6 ^ 0 ^ - •of=‘toron Fallo 

«»ei (ins Gobiot ,S’ limans dofmirt, »io wird, wio man 



aich aufidrllckt, als Function dor comploxon Voviindorliolmn nlmr e u . /> ^ 

don 8atz au8zusi)rochon; ohio Function, dio in oinom noch so kloinoroi” ~ 

Idoinon OurvouHtlicko, odor sogar in oinor dificroton Mnimlvf u* t ja in omom nooli so 

- r:d":::££EtS“^ 

a^rL:;: """ t 

in dioHcm Gol)iolo in iinoiullicl/!doion'l4nkton?'^^^^^^^ Iloif 

tlboroin, 8o iwt ilno Dilldronz obonfulla roLnilftr nacli PotonynH vm, - ** ! Gionzpunkt Iiabon mfigon, 

Motliodo dor unboHlimnitou Oooftieionton lohrtVv/rl 7 15 mdim dn. ? onhvickolbnr, nnd es sind, wio dio 
.lie IO,,.wiokol„,.«,,„„rndon.c„ N,„l, "Zb »f(t) »■ « “)• 

Mittoljriinkt ,r„ int, nnd dosHon Kand dan aocoboim rniliJ t omom Kroiao (), dosson 

jocJ ..Klo,-,; runkfo A <li«ZSiZZZ™ Z° Null IM. In 

iiud H's oiliiiudoi' {!;l(3i(!h kcIii WiiliU iiiuii '' uu (lauti dor rtirnl'r*** ' Abloitmigcn von «■, 

boHllu ll,„ihvcl» „u, (, horauZb u,!,l mZlJl , TZl'.'r, 

luiigoii itii Oobiotu ((' Hiulior oonvop-iron bo Bind dio b’iilivli.lr il “ ^ * 0 ) wolelio Eiitwiokc- 

glolcb, iBl nuol, in don. „™ iSlo" ll tZZ ISZorrT ?" 

lunn in doin onvoilorton (loljioto oinon Zt L , 

luis dioBoin (loiiiolo iionniBlritl, bo orliiiit iiimi oin wiodoioni 0onvorgonr,kroi8 (i" tlioiiivoieo 

-u i.t. llnroi. l.-„,.B„.r.,n,g di,l« Td I't I™*' ' f “Z" 

bicto *.V, in wohdioiii regular mud dioKo Finw^iiminn V i obonoii Go- 

::r“i:r;,:iL::'.z:i,;:; :iz 

ru.rZ'‘z;diS';,;zt-i;:otzt;:: 



idon,i«.zitr'F::;iZo;, ltu,;;i:iZvlriiST,zz^^ s'‘;s iii;?" 

■«» Nnn.ii„„™;i„f;V.;Jt.iZ;Z 

fl'O l'’m‘t«ot'/,barkcit einor Function auf cin ondliclioH Gobiot liOHclirllnkt wofllr din 'I'lmtn 

rzz:; diZ“zii':r'' "" <««'»■ ^-"iritbt't; 

aw4“n‘Z tz rz’ 

dor Fn!)^ ( dasinuoro oinos ConvorgonzkroiHOH fallen, dass oinzoliio Hiiiguliro SloIIou 

I or l-ortuotzung omor Function lionnnond in don Wog troton. Sind aolcbo Pinikm uc.f ! ? 

dn !S I"® V', '■>’ ontfltandon i8t dasa oin Pmikt 

Sntl ^^omudimg aHKgoBcliIoHBoii wird, bo ist dio Function nacli doni Laurout’sclion 

Utzo ,n dor Umgobung diosoB PuuktoH durcl. oino Potoizroiho davBtolIbar. dralSlorr .rr 
unondheh vielo poBitivo nnd nogativo Potonzon ontldUt. Jono Stollo istln^ To hoSSo wo It.' 

1 siugulilro Stollo von doraolbon Eigonthtlmliclikoit, wio Bio oinor ganzon traiiBCondonton Function im 
unondUoi, fornon Pnnki. r,„kon„„,. Dicno Fiillo gobo'n ofabur nu oCIlnZSZi^ZZn^ 
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[8§ 32 


coine Veiaulassung-. — Es kaiin abor vorkoinnioii, dasH oin Punkt a oino aiulcro Art von Siim'tilaritar 

au weis . 's mogcn sa, 2,, z,, . . z,„ Zo oino Eoilto urn « in oinor gOHolihiHHouon Linio honuiilioffontlor 

Puukto sein In jedom ist ^(2) in eino Potonzroilio ontwickolbar niit don ConvorgonzkroiHon « « 
(>2, deron Rllndor silmnitlicli dtircb a gohon. Eh liogt z, im Kroiso (>,„ iin KroiHO ,j 

z„ im veiso luid z,, im Kroiso (>„; die Kroiao (»„ uiul (j„ (Ibcrdockon Hioh tlicilwoiHo. Danil iat 

08 kemosweg^ notbwoiuhg und mit dor singulftron Stollo Null ist dan oinnudiHto HoIhdIoI oinor 

simf ' sfT in ('0, <<« <lio Wortl.o v«u ,,(,) dioHol T. 

Sind. Es kami 8ieh ;a(z) boi Fortsoteung dor Fimclion nni dio Stollo « lioriim, win nian wia-t vor 

nvoigon, m donaolbon Punkton vorsoliiodono Wortlio annolimo.i, woHlialb dioHor Hingnltlro l>m kt o n 
Vorzwoigimgspunkt gonannt wird. Soli flir solclio F.'lllo dor Bat-/, von .lor Einl.oit (lor l 4 t ILnl 
'tnT.-kJ^T 4 '°l- Woibon. s<> wio unmiUolbar orHi.fhlli.ili, COr wdoho inoln^ 

i'oniinnnt wordou. Wir nonnon <4 goradln 
Vorbindungslnnon dor Punkto zo, z„ z,, . . ,, z„., doron OouvorgonzkroiHO .... 4 a, LIZ 

Sind, dasypo z,, z^, . , p„,_, zi,,' onthillt, don Wog dor FortHotzuiZ nam xind dil ° 

selzmoen vlekhmWeX 


Die (loppolt poriodisclioii viiid die Tli(yta;fiuic(ii()n(iii. 

durcli Roibon nnd SimimoLmchUicZlarRS^^^^ ‘ioppoU poriodiHohon and dor Thotalim<!lionon 

obsohon dio, wolcho dio Summation (lurch oin vor-osotrZZ’ZZ' Koltond, 
ausdrllckt, sobr corrokt ist; sio maoht abor uocb '’nin« "" * ^ ‘i"'''’'' vorgOHOtztOH U 

aussordem dos Anfangs- und Eiid-diodoB nOtbia D I” PnKlukliudox uiul 

©, donon oin Term mit (lo 7 uI«^^ 'vir don Zoiobou 

"iiT" wor:,”' 



§§ 32-33] 
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zoiohon boiiut/i woidun, Eh' folilt biH honfn .mnii m. „■ r i 

fill- (lio Unikohnmg dor oinfachaton doppolt iionodischon ^ anorkaunton Zeiclion 

Norinalintogral orator ttattium', Eurcli u(A odor Srirl , , olliptisolio 

Holl hior dil Integral gokonrtoioS wii^^^^ ^ t Tol^^ 

«;(«), wolclio filr ganzo poHitivo odor nogativo ft, dio Gloiclnnig bofriodigt + /T 

biHS mob, w.o Hid. zoigmi wird, dureb gowiBHO Hpociollo in.tor il.non darntolle . uid S T 
zcicbuon Hiob IioHondorn hoIcIio aiiH, wolcbo oiitwodor .nm-iwU stouoi , u.id untoi dioson 

inigoradon Eunotiouon Hiiiolon abor dio Poriodioit/ifHt.inrii.i^ i mi S'oi'adoii odor 

GrLon uiobt bbU, m.ndon. hIu iInT Sonamiton, 

dioBom Gruiido wollon wir niiH doni Gobi'auobo anscblioHsoii don 1 Win l!!'” toivoiiagoudo RoIJo, Aus 
Ersclioint in oinigon H.'ttzon daH MitHcbloppon dos FactoiH 2 I'lHtig ho Iobi!t li 

dioHO ScbroilnvoiHO durol, Kilim And boi on S.!o. 1 Si!!. a»‘loru Fllllon 

liofllolifc zwiKohon zwoi Zablon u und v dio Gloichung « ~y -|- 2wijri d- 2 « jt wm-in i 

S.r,i rt -"-i « «».>' » ii!.../..:.;; j;Z'£.l 



^^00 > 


l,o»L am ivlita 2"ir«l' wa'rlioSZu^ 

Ob oino Por.odo von ;.(«). Sind ho boHoliafion, dans iodo Poriddo vlu 

00 in dio I ' 01 111 \-2/t,jri gOHOtzt woi'don kann, ho nonnt man 2jr,, 2jr., Elomontarnoriodon 

(Kcr iiriniikiyo Poriodoii. Sind “ijr,, Eloinontnriioriodon, und Hind fCi,f(„ v, hoIcIio gan/o iiosi 
tivo odor nogativo Zablon, fllr wololio /uv, 1 Id, ho aind aiich M ~ 2^. d ^ 

2n,:7ri |-2r2jr.i on. laar priinitivor Poriodon. Donn auH diosou Gloielnnigon folgt * 

, . , ill 2jri t::n2jt'|}’i — 2jt'.i//,i, d:2lJri — •~2)',^t',d'2//iJt^, 

und jodo gaiizzalilig hiioar di.i-eh 2 .t„ 2jt, darHlollbaro Poriodo iat oboiiHo dnrcb 2;r',, davstollbav 
'''•ft'aiKlf'u I nragrapboii onvicHon wordon, daHH dio vior Puiikto dor ?«-Eboiio 
10 ^Du "I* 2 jr|, ?/|,| d- 2x4, lilt «im ■!• 2X| d- 2x11, oil. ' ' 

wirkholioH Parallclogriuinn bildon, wir nonnon oh oin Poriodon* 
parallologrannn, und wont. 2x„ 2xi, Eloinoiifarpoiiodoii eind, 
om Eloniontariioriodonparallolograinin, odor kllrzor oin Elc* 
niontariiarallolograimn. I )nrcli Wicdoi-liolung dor OouHtimotion 
diosoR ParallologriuninOH nacli Art dor nobouHtoboudou Figiir 
bodcekl man dio ganzo Ebono mit oinandor congruonton 
I nrallclogramincn, doroii Eekon Ti tigor von Zablon dor Form 
«,j,,==?/ou d' 2 x,/< d~ 2 xi.ji Hind. Das Parallologramm mit 
(on Eckon mag kurz als 

das Parallologra.nm bozoiobnot wordon. Eiuo 
doppolt poriodiHcbo Fnnetion iat nun offonbar vollstllndig 
b()Htimmt, worn. Hio in oinom dioHor Parallologrammo bo- 
stimmt iat. Licgt « im Parallologramm woo, ho liogt dor 







I F^VTAwruu VIV* Vl(i>k30 UlllU VHij/pUHj | 

ondlich ferneii Punkte oiue woeontlicli siiiguli 
(leiitig ist. 

M«l™“ ott "'ll 

— w (« -I- 2/<l JTl + 2//J X.) «i (m -I . /<) („) 

A 

iv'{u -(- 2/<| ;r| I- 2(t.j.}c-i) «/(k) . 

Die (loppolt poriodischo Fuaetion isl: Bclion boslinimt. woiin hIo ii.. «■ , 

parallelogramiueB luid in zwoi in oinor Eclco otwa in « .< i «!'»>« lonodou- 

Denn Uc*U .,.f oinor dioocrSoilon, „„ lioZli I™ : 7 '’T"'" -»'• 

wean « dor Eokpimkt ist, t<oo + 2^,. «mH- 2^, « -1-2^ T '»lor h .|. ,„lo,. 

Deslialb wollen wir, wonu wir von oinoni Poriodoniinwillftln..-.n *. * 1 ^''' *'^<''1"'' "'loi' lOokon. 

gauze Berandung .ausdrllcklich liiiizugonommon wird (Inn Iiinora'dlLldl r"*^ 
die beiden in ihr zuBannnenBtossondon .Sorn oil ."L Slf 
namenthoh ftlr^io sogenannton Liouvillo'sebon Siltzo von WielKJgkoit' iHt 

Flftelieniuhalt des^WrlonpLal/lgralmn^^^ ^lldof^'i^o^X\^(lIJl^^ ‘ 'Id' 

die Wahl der Indices 1, 2 maeht os moglich da^ wir Vorzo.oliouH dor Poriodon odor 

inhalt dos Poiiodenparallolograminoa'poaitiv «oi 'iHHon, duHn dor Fl/lolion- 

Das aus don Poriodon 2:7t', = 2«,;n:, . 1 . Ow.tt ol/ 0 

bat don Flaohoninhalt Kobildoto Panillologmnmi 

- 1 - 1 . 

§ 34 . Das Poriodonvorhaltnisfi iwl conuiinv »- • , 
eindeiitiffe, nicht consianle FttncUon chr mnntcxen VitrinhKi 1^'/' U'-Fbenc, nnxm' fiir u . ..~ ,v, 
hesilzt, kann nicht exisiiren, wenn nicht xJn ch,n . 1 Fenoikn iVr,, ;J;ra 

folgondo Bowois bleibt llbrigons aucb f(lr don Fall boXbSrdf 

oinzelnen Punkten wosontlicb pingulftr, also violdoutig siild. ’ «"KoIhhhoii wordon, dio in 

Poiiodou 27““aol™„Mi™"!^ oimlouUno FniKlIo,, v„„ ,„|, dou 

(lass ^,m<[ oommonBurabol Bind, odo>'\) oino raliomd! S,i "'ll' oi-hIojih don Fall, 

del jci=vco ist. Dann giobt oa Imknimtt} 1 • V* bloinslor JJoncnmmg gloioh «;j> 

Periodo von ,.(«), 2^, = /,2«,, 2^, sind M.dH.r .+ Hlifi' -hvv^)o>^ 2 01 oino 

demnaeb einfacb poriodisch, 2 ^„ 2 ^, sind zwa. Poll £ IT'} int 

setzun^ Sff i™l ineoinmonanmlml ’ S • Poriodon von w, 

confitanto Function wiu) nirgond ro-ulftr soi,, l! rr‘‘ vT’ 

^ 1 ) • « • smd oinandQr tiaaIi /intn Uio ^aliloii Ii,2;r 



§§ 34 - 35 ] 




Daim giobt g« untov ilou Zalilon ?<,. j/., ii5„i. ,• i , 

boliobig- kloin vore:o{.'obo»o Stmko mitfomt licgi,. '“2 wonigor ala dio 

Zablen, so ist ^i)2jty offonbar oiiio Zalil wolclto absoln/* n “v— •Svjc, s-wei solcho 

als 8 vorschiodon ist. ICs giobt doal.alb untoi- don Zahloi e ’ von Null nin wonigor 

TWlgci- dom Ikinkto Null boliobig nalio liogon. Dor 14nk Nu’lV 5«f ■ '“If “Iclio, doron 

Uu . . . iHt nun » cin l>unkt, in dosL Un.gobung dio IPunotL. f ‘^or lloiho 
solchon giobt os, wonn undors dio Function w(u) untor don JloV, <? nT W ~ ’"*‘1 o>noM 

andorlichou « fallon soli, gowiss «o sind ^zl^ / «or Function dor co.niiloxon Voi- 

Gronzpunkt ontl.alton, und in allon dioson IMmklm V«V f Punkt « als 

Worth. Domnach ist nacli S 31 M in dor limn! “I l' 0 Pi<>‘licitat donsolbon 

was gogon dio Voraussotzung ist. ^ Da also wd -'r^nSt V^ constant, 

gramni stots oin oigontliclios, nicht oin solclios dosson Fekon in' !i ^ I’crindonparallolo- 

bostimmton Fb'lclioninhalt. ’ ' ® ^^cradon liogon, und bat oinon' 

8 35 . Eindoutigo Fuiictionon oinor coinnloYon Vn..fi. ,i i< i 
Poriodon giobt os nicht. Sind 2 ^, droi ludnd vl pi • 

08 zwoi roollo Zaldon u, h voii dor Art, dass 2 x,i 2 «i d! ‘ f «o giobt 

dio Gloichuugou V:. - ^ so sind 

nicht Null ist. Htohon luiii orstouK ah in oinoia rationalon Vnrbl '/*”'* '‘•so 

iHt, wo zu oinandor rohUiv ^^81!^ ! '/;« on.aiidor, so dass 

J'l, i'2 HO gowllhit wordon, dass p^v.^ /,,„,Ll ist und I ! 1 V’‘f‘ i«‘> «» i‘tl'moii 

tivo Poriodon, dio in oiiioin roin roolloii VorlWlltnisso zu oiimndn f '‘CHitzt zwoi iniini- 

graiibon nicht miiglich ist. cinandoi stolion, was nnch dom vorigon Para- 

Oder Uborhaupt woiiu ah irrationalo Zaldon siiudkiiunon luitlrdindt don I» ‘liosom Failo, 
nicht zwoi Hoiii, dio oinandor luudi don gloiohzoiti-on Mod h ! ' 1 ^''''“" . 

80 wllrdo von don Zaldon m) //=- //• Vn = 2 /'x^i -I- ^ 

2 n..„ . . . , u, 01 Sind vo;;L;dont"'zaidou ^ T 
Irilgor in dor w-Ehono in oinoin Pamllologruium liogon dcHsoiI 'pdeon’ ’’ ’ ' ‘ 

— wi + smd. Dioso Punkto hosilzon nolhwondig iniudosloiiH oinon Pm.r 'iT^/’ ^ri-l-Jr.i, 

in jodor nocli so kloinoii Umgcliuiig dossolhon i.to.wn 1 • 1 “f f ®“=''ininlct iP von dor Art, dass 

«... «ivei Zaldon untor Ihnon Sn 'Ito Sind 

vorgogohono Hlrocko t, so ist oliio khrdr*S f'” 

alH 8 ontfornt liogt. Daraus f.dg dasi dl^^‘ P nki M .i • ^ 

Wird nnn oin Puiikt a go ^h fi; iloi Uni^^^^ «;-onz„u«kt dor Zaldon «„ . . . It, 

Punkton a, J «'(«) 'Ognlftr iflt, so hat dioso Function in don 

Poriodicitat. Von dioson Ptiiilaoii iioJoii ahnr !l m tp”i ''"‘’'““'goflolzton droifnehen 

-=.r“L:ir:“SS^^ 

v«.o 

Bind, und dio man chon doshalh dio iionviiin' ‘"“‘'getpagon wordon 
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singuiare Stellen habon. Dio Multiplicitilt oinos PimktoH UiioiuUicIi uiul dio Aiiziilil aolclior Pnnkto 
iat doranaoh stets ala eino bostimmte cudlicho aiiKnaolion, ^ 

§ 36. Eino doppolt poriodiacho Enaction iiininit jodoii Worth gloicli oft an odor 
aio iat oonstant. Orduungszahl. Eino rogultiro Fiinotion, wiaaon wir, kann, (diiio couHtant zu aoiii 
in einom ondlichon Gobioto donaelbon Worth nicht nnondlich oft annolinioii.*) Holnioidoii wir aua d • 
«-Ebene ein StUck S otwa duroh oinon Kroia lioraua, woIcIioh inoliroro an oiiiandor Htoaaondo, zuHamnio.? 
hangende Periodonparallologramino uaiachlioaat, so hildon dio Hlollon, f(lr M'olcho dio doppolt ?)oriodisi-l.n 
Function in 5 die Wortho a odor b anniinint, oino oiulliolio diaorolo Mannigfaltigkoit von I’lmkton Dahn 
Iftsat aich eino untor dom Winkol arcjc, gogon dio rcollo Achso gonoiglo Gorado so ziohon 'dass 
in i ksinon cliosor Pnnkto trim, Khmm eiobl « oino nnior rloni Winkol Bogon ,li„ r(,i,llo A,.|r 
gonerglo Gcrndn, d,o komoi, ,lo, Pnnku., m .lonon „„.«.|,wi,„lot „,|„r “ 

end rch wird, trim. Dm Gemdon nillsen P„„ki„ „„ gj,,,,, ,, , ° ' " 

.„+ 2=r. eino Parallolo on dnvoh -I- 2^, cine Pnmllolo r 

pnrnilelogran„n «u domn liomndnng kornor .ionor Pnnklo lioBi, well ,lio Worlko v,m i„ ” 
llberliegendcn Pnnkon dor Jlorandnng wosoii dor Perindiniull Bloinbo »i„d. I)i„ Pnniiii.pi, /M 
jedo rntronalo I'««kon von »(»), dopimlt poriodhol, end l,«l dionolbon P<„i„d„,. „.i„ ) H ,viu 

turn nm »o vielo Mnllipln von Ixi, ivonn « nm dio gonjo llogrouaing don Pnralloloirriin ii m „ nl ‘ 
eotlllirt wird, ale dio ZabI dor Puiikto Nnll dio dor Piiuklo llnoiidliSi nbonrim n Z . y, 

Snmme zwcior so chor Intogrationaolomoiito mwl fnl,pJi»i. , 1 ,.. h«h,oiigoHoi/,io woillio liat, ho ist dio 
m ebene. oft verecli.indon 1 ““ 'T 

ala den Worth l>. Dloao SchluBHwoiao wlirdn im.- ’,in f rni” ^Vo'lh « ohoiiso oft aniiohniou 
gloiob i wilro, woil dann (»«,,) koiiioo Siiiiil hlltio ' 

,.arallolo*;,l‘'‘„dl ^ "«»(") "■ 

Pnnkio. „.o„ Li, kieinlnS Z !! “S i:" «”> 

=aSHS“'==?:,-T 

naeh m'oo und mit diesom Puidcto das^nnzrihlrallor”' '''^*’^ t”"" 

mit aich aolbat. sn hot ,)n. ^ purallol Wn, 

gemeta. Ein Sl« ‘ >■'» '"it »,» oin aulok T ^ ' 

eoleben Stick, dae. an jclem” P„nWo “ Zj w 'oirf i' 

kann, doren angoMrigo Zahlon nnoh don Modnln 2jr 9 I'd'kt.b , ■/. P. »i an augormiuol vvordon 
wird daher aiiob fir "’"S'”™* »"''!■ Dot Glr % orivloaono Snir. 

flndot orne Modilioation etalt. Bodmeti wir riot, u n ^ ' "railoIogminraoB, otwrv mil‘ /r, flillf, 

reepondirendor g- wenigetene 1. aloW '' «» ‘'“rf «»'• 

PaZi'T i*'®'* ®®nst oin Punkf, in dem m(it\ ^ \ "**^*'* ***'" Pdi’itHo'ogrnmm 

Faiallclogramm eiiitreten wlirdo olino rlnpo «• a ^ Sloioh a odor gloicli b wtlro, nflrtdich «' in diiH 

sieh un«re AnnahZ n\ 1 wll o. . 1 , rd, re “ 

P Wllelogranri. von K o,,,,,. ““'''"b® airoolmung do. Unndon nnin PorMon- 

*) Vorgl. Moine „olomoiHaro Puuotlononthoorlo- § O!!. 
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JO mgl mm, sie cine doppeli n~mal an, 

Porio(lonjmraU(4ogmm«!SL-1iton(hvriiu^^^^^^ Function, (lie nidit constant ist, im 

oft anni.n.n, so ,c6nnto sio Icointn WortJZncl^ ^ 

.. I Jr oa. „ 

Parallologi-annn vorscl.iobt, sondon, nur Thoilo soinor JJogi'onlung^uSrt Wio ^ v 

.'ludoriingon aucli inuclion mag, iinnioi’ bodiont nmn mwOi !no,>i,.i ^ iVi, ^ dioso Ab- 

goradlinig bogi onzton Parallologi-amnios. Dios bat auch in dor Tlmt' koin lllT 
erst dann anf solcbc Fignron oingCun, wonn w" 

sclien jinclion in einm /'tV7V>rf6Vvy«r«/L/(I] Jll'/S/ jYuU Hcsiduen eincr doppcll periodi- 

wchos “d?ttf^^^ !';ar;r ' J 

die Intogrationsoloinonto in gogonllhorliogondon Ibinktcii dor^T” Null, woil 

androrsoitH gloicb dor Hunnno dor l.d « ab I 

cndlicb von .(a) nacl. ^ PL M « oi; so.cbor itkl^Iftt "" 

-I' /■(«)> 


"’(«) = •= 


(«• 


.... V« «)" * {u~-a)"~‘ ■ ■• • „ I /vvj 

von » in „. k, hLL: ,lor Hoi: m«'„|„'„“,.f": 'nrS :"'* 

rsr “r 

=rrr:;:r^ 

Hicraus folgt boibUilig nocli loiclit dor Hal// 

j:::',z:;'‘Z rr:, Z!::z,:zzzx:!Z‘“z: z 

ekmonutna. Hie PerUnlen sinH primilive. f'lmnu!/, ,w nl Has IWallclopramm ein 

nn-nllnh'*^', ''®'' c„ /,•„... dor (lloicliuiig «;(„) -.v 6' in oinom Poriodon. 

S I Jair nl ? Il'I', '""' "’S? “' '' ‘’"'"“"ft «» '»»(«) un. 

nobtnne Jf d« V , I' / inn inm kloiuor als anf dom positivon. Dio lot 

Hiohtung v(m , 'til ‘ ^*' outeogongOBOt/,t. Wird sio abor boidoir 

b 11 t(o nacli n gonoimnon, so lat das Integral (Ibov don boBchriobonon Wog 

J)(jw{u)(hi== 

J^^(/w{xi)Hu -\-.Q/w{it)Hu~-^ljffw{u)du -^^%nm(lu-\-J^luw{u)Hu == 2nm{iH~u,) 

^ TlKjtufunpihiiR'ii. a, Aii». 
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[§38 


r r° ‘Ivi ^ Grcnzon, orstrockton Intcgialo zuHiininiongoz<)/>on Hi.i.l . i 

flir c ie Diffcron. dto Difi-oronz. .lor Wortho v.m u« ^ it v ’ “ 

nogativon Ufor von /, .lurch ihrou Worth Uin orsoM ist. lat woitor «/m (/, .-„0 - , ' T ‘ 

^^hjtviu)du = ij rlffmib -|- r<!'*)e'‘dt, 

uuabhangig, unT^folV ' (*) 

,1m f f®”?' « uiioiKllieh groHH mtin- Oi-,limni.' ho win! I • r ^ 

.moMhoh klc,, »l.r Or,l.n„.s, ,,,.,1 .lie sloMie JI„I,„„,||„„b a,,,, ,, 1 ,, ^ ; W 

./ lf/n>{ti)du = — 2«jw(«— 

tool voibr/'icfpLX™ilL‘S^ 

iiach (Ion Punkton bu... uml a, «, mwl ,,1 T{! " • 

. . .. naoh (Ion Punictmi J, uml yl’o t Z ' L 1 l?Pn \ T’ 
oinandor solmoidoii. Nun bilrton dioso zil'm init dov ipnn - a u i 

oinon Zug c, dor oin oinfaoh zusainmonlUUigoudoH^Stllok .Im''? Fllouf zuHanmion 

Uborall roguUlr iat. Zu diosor IloerronyuiK.’ vollig bogroir/.t, tn dom w(u) 

wisBor Thoilo dor Zitgo ^ und ( dL Intoa™!^ />« ) fadi don. obon AuHgoniln ton boi.lo IJfo,- ^o- 
Null. Also hat man «.(„)./„ Ilbor o ist na.d. don, (Jaucl.y-Hohon Sahto 

0 -y>p, ^ ^ ^ ^1, 

wo.,u j, ,lio B08,0.,,,.„e ,1., l-«™llo%ra,„,„ 0 . nir »W,'l,„,l„„|„,. n,'’, i„ '' 

to -l-y;, „(«).)« + , . . +/<,„„(„), to 

+ 4-... 'An. „ )., 

= d'Wi./yi, Ml,, Wiw)) 

ivoil M „ ^ 

+ 2a,)), to 

Miboi woriio.''“Diri!i^rith» ''"‘"''““‘t ''i«- 

Intogialloeowogo wegon to StCigkoU cIlMo, l^ioliono!, ‘.Iwl'irL “ , " 


A.(«).to _y 2„„i,to 


So foigi .chiio*,, L ao, ffloicig „ _ 

2w(2^,:r, + + 2m(n,bi + «2&i -K . . + nvh 
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zusammonfalloii, and das Zoiolion JS oino Sumniation tihm. i>iia .1a„ d i * -wt 

» b„. ubc a„o 

bind t’l, 6*2, . . . dio Wortlic, ftti- wolelio }i>(n) =>6' <»dor 7v(u) f— n p i i. 

trachtung dor l^uiction )i>(ii) — olionso ^ 

vind damit dor zu liowoiaondo Satz, 


. C 




a 


Zxcl <lo,,,,dl ,«•,*, I, fumlimm mil ilnmellm,, Pcrmleu, die te. In dmeelkn JMIen in delnhee 
Momlllcl^ winl, .0 i»t°moHoIir!ur^ « 1l7^“T 


von«,(a), ,0 W _ ru («a- ; («rl- ^ .; («, + «>-«,-«,)) 

IJio uuihlo Soilo wirtl nfliulicli Null I’nr Don Woriu i w i x\ » 

moOWaCs 

80.CW, «„ w "'■“''' ''7, +'rr:f', 

woil (k ■^ft^ ; I / . * ' ' ' ■'* ' ■■ ' «| -I- » 

midorou JJotraoldungou 

iJonn g^o.. 

woloho Forni ei»«» oohlon llruoh* holsBOi^mlig' WiL?nd m miL Satzo golaugt. 

mlere , Jch SL/fZf yich die einc (mear dlch die 

dasJriL fl <^er lelzterm wn erne Comianle, dursiellen. Bas Armmeni Isi 

dross 

duynh poriodisc/ie Fmiclion 7 iicr (Mhmiiff lUssl sich als JVoducl vonn-1 Uneuren Facloren 

(fie ArgiiLue‘'dL^^^^^^^^^ ^'‘TT '"'r-'"'' denselben Periodmi misdrUcken, wdbd jedoeh 

eimmhr venlhieL Jt Imeioiaelonn mxllnaie^xen Funciiorxexx nm eine Conslanle von 


n* 
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f§§ 40 


Dio Piinkto Unondlich dor Function «;(?<) ntor Ordmum' Hoioii «. h. „ v n i 
&ij «'a, . . von doncn auoh oiuigo zuBnuimonfallon Minnon, woiiu «■(») ^n’ 'l,(d'ioror *Or,r' 


wi 


Punkto Unondlich Bitm.ntlich oinfach, ho Vdoht nich’ ' auc V n,d V 

*{|I'«2 tfj « 3 ) — ,2 SOHOlKt, H|» Hiilirdilid mail ' ' ' 

■ ft . 


w(«) =2 a -t-~ 


in wolohor Siunmo iinrnor'Loi honacibVlo Hrilcho oiVn PiVkl'I? IP / O- 'o. -i’ 

man zuorsf^, bo oin, duan o>(h) nn<l /i,;LK-|-n~r i ., P 

dnrodi A I oindoutig hoatiimnt iHt. Sodnnn riolito innu wf ho oiir'duVl ^^*''1" VV'""" 

4 :(®(m-|-/ 2 )-oJ 2 ) iin Punkto a, daaHolho ItoHidunii, hal.oi. wodi Vli w 2„''V oh 1 "r" 1 ' ''' 

woiter nchto .nan 4 ho oin, duas «,(„) „„,i ' " " " " ''V‘ ' » '"I'mI.g l.oHtin.n.t iat; 

daasolho Koaiduum Iiahon, nnd (hlii-o ho fort hiH'V..,. IhV ' "'■') l''"ikto 

7l>{u) ■. 4 

oino doppolt poriodiacho Function' Vo ”iiiir in nV!im!.'i/'^n '•'(« I /« 1) oj„ , 

conatant iat Da.nit iat dio Dar’atollluu-koit du,-oh oLrSnV<rrrit(l!:in!" 

Function w(tt) in oinzolnon Punkton unondlich ;rr<.HH /wodV wi . I Wii.l dio 

m dorRoihoffi «2 • . . honachharto Punkto an. Ho tlndort Hint, 'I'oho uIh zivoi 

dio Daratollung holiillt ahcr ihi'o Fonn. W(li-do iodocli «>f4 in h'^V^' * n ' "“'"'""""tc <i<'r A oin woiiig, 

mit ilou I'uiiotioiioii jivoitor Onliiii”OT'l,3'«nl”oii''K^^ l'iin«li«iliiiii l''iiii.ili,.ii„„ „i„|| nii,,||,|i,,|| 
ftusdrllckon lasaon, uud iintor dioaon wird man noch ilioioni.V," !- 1 <•»>>'« 

omfachaton halt. Auf dio Exiatonz aolchor Functilmol. kir “vR 

und ihror Abloitung. liino doppolt porioVS'lViid^^^^^^ •''uiictioii zwoitor Ordiiiing 

Unondlich und don Punkton Null h„ i,., atolit y.u ihrL'-'AS"' I’mikton 

daaa das Quadrat dor lotztoron oiiio ganzo Function von ‘ Hoziclmng, 

4 abor zuHaminonfallon, von, d,-itton G,udo iat - j 'VkhlllV* """'r'"’" 

Punkton «H-., a,-.; «.-a, unondlic g l JZ -('H ") !- -(«• .) wini in don 

das Sonncolon in zwoi Paaro ho goordnot, <!««« dio Hmmm, f 

R siduon abor in don oinzoluon Punkton oinoH IWoh 1 «- I ist. Dio 

/K«+y) + w(a-„) durch w{u) ohno Ab/indoruug don AiLrn.imlhf ’T” 

dasH a«B = duroh Diiro,o,^t^ PuadHot man noch, 

R siduum von ;.(«) hn P„nkto «, (j,,, So -.an das 

Richtigkoit dor Gloichung * oi’konnt man ohno WoitoroH dio 

+ ft )^^ — , 4 ■)' a) 

uud wenn man gloiohnamig macht und zur 

mi -p Wq = (//, fu'^a __ ys . , - , -L i.'l L /, / 2 


I- f\ 



§40] 


it) 


n)(^l-\■^v) + w{u~v) 


0 . _J}> 0«) - 

m (?<) »; («J — . 


„,«g„sctz^r'i,z :.fir„s“ -'^o, 

J(iH- ») ■'■ ” '"«“(ii+iy£(!i:Ei;y ^ •= o" ^ . 

vvovin ,vu7v.i dioHollion (JroHson uIb vorliin siiid, wdl dio Ijoidon 

Punktou vorHcluviiidon, Mulliidicirt man don ro(ii])Hdcon Worth doa imv Aif a donsolben 

w{u-v), m llioHHt darauH dio Qloiclmnfi- Aimdruckos mit + 


W (?< -|- »;) , to (ti — y) t,™ Qf («) “• «' (^1 “_«) • 


•w(Z> | -(-v) 

■ 


■^fCarl-y)), 

•w(})y-\-v)) 


un,l os »l»'l <lalior »(»+.), ».(«-,,) .Ho Wu™h, .."tVeicwt, 

inl\ ‘if Ti'' 'T ”'(«.-s))(..(»). 

is., 

eioichmig vorsolivviii.lol iilliiiluih olloiiuil, woim — "'>»««■ 

I... Wo. ni,. Vio, oi»Z 

zololmon wollon, nnd -/.war iHt. "*.uioiuo woitlio Htntt, dio wir mit tfg, o, bo- 


<h • i («rl-«i), i («i f I (« .[,« ) 


M Tn todtisL. i,t 

r:zii:HS= ^ 

“t”: S':, 0^^^ 

Hin-hv) — ,0{u~^0)u.:= 

M<h) H<h) H<h) H<h) («,(„)-«.(«.-„)) . 

""i’) . — «'(<J3)) (?*'(«) - W(<r4)) . 

K«'(05) «»((;!,) «'(cr.t) 1 j »(«) 

« , , «’(«1'“ V) ■ ^ ei) 

— — — 8°''“' ('■) U»<1 (ir.) bM. «bor in (IH) 

(IV.) ~ " 
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Funotiou clS i«t oino a.,„pol 

«-■(«.) ==. K«0. «/(«,) -. ~ «,'(„.) ' ' ■■'■’ 

§' 11 . 


ponoilisoho 


i!Woitoi"or(lninr 8 'm!d 7 o^-orAN^ l-’iinction .Inrcli oi„o ol.on hoIH. 

/woitoi- Oidnimg mit don Punktoii U ,oi ,||ii „ ' « I'^n-odiNolio I.’u,u,til« 
oudlieh «, ),at. So konnon vvir .lon tu VI: T"' "/'‘T".’'’" S 

sich iintor diosor VoraiiHKotzuim' w hcIioh fliiri.ii V • ' I I! ” oilodigt nitHHclilioHHon, woil niioli s 

Wrto so sowiftll, ,l„. wo-lor „ h-TI ' ' ™t. 1 o i„|,| ! 

auf nn,nn ,w w',.i.„ ^ «rl 7 ‘finmumt ,w.„i, „i«!,.i. .. .,.i... . 


, ‘* 1 ) «2 no jconnon v 

sich imtor dioHOf VoraiiHKotzuim ' m Hclion n • ‘ ,' '■ i!'" '”<Mm’iiiioHHoii, woil juuii. « o/* 

worio so sowiftll, ,l„. wo-lor „ h-TI ' "i™!. Wo L|,l ! 

anf miioa to Worllio /)„ ft fiilta, ffl,. woli^rvmIl“'l'V'’ »» k«nn 

("’(")— ”(«i))0*(u)— /'W--' I *!("!' ’"'W 


i» 


wn( . />6^) v<Mwliwin(lftf n^^*Ilf r i ^ 

von m{u) ist -«;(«») . «H«i)-.//.(y) „,u ) " J”x ’’ "'®'!" dinm do,- (ioofiloioiU 

««cl. '>0''80oiaohtonVnmMHsot/.un8^ vomlii^^ oi>'V.«ln(>ii DilVoroiiz 

‘ ’ ■ 'K«i)) 0 K/W 

WOlili y iiiif /i. fiiiii , . . 7 I'' 


Ovoloho, Au«h«k vo,»l,wi«doll w„rn»frm 

mil (Uuch onion emwimiton .Fuoior imtorHohoin^. " ‘ lloido Soilon klinnon Hiidi domimoS 
■taroh wortl, „ i„ „ J, .«Uv.,lor ,l,„ u„.i,|,„n„ L " ‘o 

1 ? nkd.r£;foo;;:,^ l)o!on,.in.u„o oino nndoro oil 

voiBcluvnulet Soliion wir in diusom Paiio ’ aiicli nooli in dicHom ].»u„kio 

/j /.A . . 


A(k) :ra.; 


SO orgiobt sioii 


w(?<) 


’ "’(«). w’lOO, «.'(«) 

> "’{?')> w 2 (y), 

, , -' AM . .'lAift) 

»w 1 » . 10 , (»«>-»(<-.))' ■ 

wonn abor «j anf fillit/woun ^ 

mil' au8 doin oinon factor «-(«)-„(«,). ^ Komoin liabon,' ho IiohIoIh dor Noimor 

jolo ndJlil In ‘""'f'P’'«»'tnn8 ‘“id bonclitot \laBH iodo Zmln'*p7 ‘*"*'®'* 

S ®(«) in dor Form dnvstolibnr int eikonut iniin, dans oino Funntiou 

’'“™ V‘«tavr“ 

Iffebmische Seziehuntf hesielu. ‘ Pcmdtschen Function nnd ihrer Abkitung 
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§42. Uio (loi)])olt poi'iodischo GvmulftinnHnn ru n i 
clinch oino und doion Ahloituiig darstollhar aiucl dio man r poviodiselion Funotiouen 

Clio Wahl dor lotztorou oino aoloho au««uol,o.rdio in 

oi'schoint. Da abor dor Dogrill’ dor lOinfnelilioit oinor Snolm • i ® iniiglichst oinfaolio 

soil in cliosor lloziolunig dio Dogondro-Jacobi’sclio 'I’nitlifim onifadiRto halt. Hior 

.Teoudw,, a„f »io t*'"""’ '™"'> »■ 

cMuicIi, linns wir oino mil doin ArBUinoiil; rorsoliwinilonilo 

dio Quadratwnrzol oinoa AuHilrncslcoH viorton Gradoa inc ^ /(«) vorausHotzon, doron Abloitung 

nucl von dor wir onvoiaon. dans hIo oino tgmclo M f ^ 

oin andormal oino nngovado Function von «., «() folgt auH dor (SdniSg " 

class ill! orston ]'’allo oino niigorado inw/iolon^* n ^ ^ 

lialb Clio nngoradon Abloitungon von /’’nacii M Korad<'''”diT 

von /; imd woil dio lotztoron init « vorHclnvindcm ho biHst «ith ^ Abloitungon ungorado Fnncitionou 
wickoln, ivonn dioso Function in dor li, S do F n klo NnH I °“‘- 

AIso ist /•(«) ungorado, /'(• - . . /■(„). vorausgosotzt wird. 

oinoPorlollo dio]h!lno ‘loi-'cntsiiroclirinS^ ist, doron 

dieses Quadrat n/lhor, als /' sollmf, woshalb wlr don Ikndcnli , v . f 
Wire! /'(a) ini Punkto c, miondlicl. i^Ioss^^ "c. 

oiullicli gross. Diosor Pniikt cc. kami ^ l unkto — <f, un- 

parallolograniin congruoiit soiii. Donn in diosoni Fallo^Wilrcrcprq^*'*”*^**^/^”?^^^ Kloniontar- 

dio Function / donsoll.on Worth in .,in 1 Z ^ «. wolcl.o 

mllssto dor zwoito Piinlct Null n.it do.n rdZ S «nd os 

doylroi Worthon 2 .t,. .t,, 2.Tr, |..T, fallon niilssoir' Vcm^UolrAt^thoi?^^^^^ diTs”*^'* 

S' t: airtrzsi s 

mnl os ItlHst Hich (IohIiuII. in jodoni Fallo clio llozoichnung s? wtlhlon” Xls' m?? ''7' 

+ ;vird, wolcho Annahmo gomacht wordc> Dio Snnmm ‘^'"7 ’ ' 



u.il » ist /WJ - rt" ' 7„.t . 7,,“',' ’' 1 . ^,+X, 3i.+4, 

ilto Goslall M™lmnB swwhon /(„) „„,I /-(„) 

/'oo-/>(o)i/(i-/’<"))(',_ /’w::\ 

steht 7.U Abl7i£g "7 d«7 « uncndlich gross zweitor Ordniing and 
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eine Crr6ase k ala Abkllvzung oinfubrcn niittola dor Gloicluuig-on 

Ai 1 • i. T ” /(^i)<^(k)i 1 ; iS"‘*(jri-l- jTn) A'-, tSYjTi^ — I 

Alsdaiin ist dioso Boziohung ^ ‘ w; '• 

» t> gowiunou wir *»a« '«iwn 

§ 43, tions tjiooroin dor (Iruiidj’iiiwWinn i 

w durcliS, so orhallon wir dio «loichu»g ’ "' >''"nn«l (1.) doH 40 

__ .V(h -I- V(«"- i') 



durcli 8(21) und 6’(v) aimdrltckon. ' * •'''(« I algol>raiHcli 

•’••'•Oil oiL i'^'voifaeU.n^ndlb'dmlnTO^^^^^ '■‘J"'' «»’•' 'lio !'’'n'<di,m ,y(«) 

-".on orwiosonisl. l)io l)arH(;oll,»,g don Qundm o" S ‘ 'v.m.il di« lOxistonz 

i8t jodooh otwas oinfachor, woslmlb wir dioHo -olin '’«» «'v(,il'a(dion Piinkt Null 

Dio unondlloho Parlialbruolirollio'*) 

V* 1 \ 

7 ~ I- 

.oou' 



dio einfachsto doppolt poiioclifloho Function niLniUo up''"'"’ + am,7rg).< 

aohi„/S~"’ = = KOaot^irnL^r 

ist. Dio Function p(„) hllngt mit oluor t + '’"==» svllHlbruohroil.o gc 

-- - H .trip 

p(u) <T(«) = «//'( I ,/ > 

worm JT' oin unondliolios Pinflun^ hn^in ^ t. \ ^y/ * "W) rr- - . 



fftlJt, (lor Pol oiiioH 'I’ormoH dor |{oilK) iot auf (tincn W n r 

grosH winl, ICi.io HoI(du, Koil,o d,u-r o-liodwoiHo (liiroronliH oi'* Oliod dor Roil.o unondlioh 

dor oomploxoii Variahola » i„ ,„,Honn Sinno is(:, dio ..n(aulli(d. v oir'T'" ‘la«H «'(«) oino F, motion 
Sio wird illiorall iiiioiidlioli j-'roHH zwoilor Ordin,,,... „.«> .sHn) ol.onln ' l’«lo bositzt 

Residuum isi; in jodom P(,lo wio hoi .s"i(„) N„|| . .1 , Knm wird, ond ih,- orstos 

])illbronf:ial(iuoti(m(, wio man aim dor Roilio al.liost sio wird 1 ''’'!" "“'1 ibr orstor 

Ordmiuj-'. Wird naclif^ou iosou, dans «.(„) dio Poriod<m •)„ .S-(«) unondlioh kloin zwoitor 

imfih§;t!), und dio KxiHion/. dor Ormuln.mdiou is( (mi.H(a('ild“’''ni p ’ Const. ,S'2(„) 

an dor Iloilio diroot naoliwoison. Wir kdmion ahor auol. ohm\lo, r t "''«<‘b\vor 

dor Uoiho daduro.h oino For.n ,.(d,oii, in dor di(., iVriodioil I . ’(T n " und 

— ?'iJri wird, so (b|n (; ' ' ‘ ‘biss .v', ■■■■■■-= jt, I'j—. .7r.^jr/.i, Jr '2 = 

]lio (Ifii™™'';/!',”’’*', .,, -I- 

''™" 7 k,u,r:::s 

Dio zwoifo .Snmiimlion tlllircm wiZ/niiKdl/hil p b- 2wV,rVP 2/a^,.7r'.j)'.! j • 

Imlloiion Piirtiallirmdii<!ili(( Cllr dio 'l':im-on1(( odor u. . ‘ 8 25 oill- 

durc.h Dilibronlialion orlialnm, iiiimliidi ini((’„|s do,- /C", C'ltajiffonto 


Wird .To « I .t", 


// MO (|)Vhs(, (InruuK 

I M/I- ' ^ * “ "''1 ''''l ^ . .. ( 2 M'l ;t', ■ 


mw W(dcli(n' t'orm mimilUdliar lun voi'-nld das- ./tm ,i!v p .• 1 . 

^'1 ."1 ", oiii iiiid(!rmal • n ,, ,. . | 

2.,7o hosilrf, w. r,. h. w. '' ' ’ '''"i', dass «,(«) dio I'oriodon 2jr,, 

vm. .nd.ddi,orom 

pori(MliH(‘lmi) Pnmdioimu di(U)nrmfllunr dmrh Fa.V / '''"'"'''‘'"’‘"'’n dor Tlmorio dor doppolt 

i^'cCdhrl hal. hn di, lii/r.nlhal ''''"d(tCm„dilmou 

d'Kdos dm7.UHt, (11.(0, doomm oim/.oino F.o.m ‘"'.oh Pro- 


tf- nir/i/:: wl;:i al/'/wi/:il:!;,:!;;ii:;: inn. DioHos (i..un.,.rod„et 

Ann if Inn a Ilf-- l)(m(iimn(nid(,n umTliiasli.h ' Vh- v" '* '"^i britisohon, dio 

zl ,s,i ' , , . Ai,k«, 

■‘■'oonu,., "" "h- U;. riir .u" K«»»o(y,t iBt. 
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m Bomb ani don Modul 2,, ovidoiu. 1)„«. .i„ . ’i, 

folgondon Ptiragriiplion crwioKOii wonlcii. l)i« Daislolliiii- l(>lirl almr iiiich .l>. • n ' j " 

oino oi„wc,.l,iBO 10,n,*-o„ |,i„ dlil":".; .1 , ‘J‘> 

snul os, .1,0 „uiu Thotaf.,noti,n,cn no,.„f, «,« ai,,,! ga„zo h ! 7 '" ?" 

spiitev oi'goboii.lo Itczioliuiig zwiH.iliou Zuhlor itnil j\'«iiii(>r !«, rl,«i. /■ i "■•‘"‘H'''- Dio imlio .siol, 

handolt nocli zwoi ho1(!|,o Fimdio,,,,,, liofofii, ho iiuudioi, siol, vio,- hidioos oiitlii..' ‘ 

w,i‘ zwo, dioaor I'niiclioHini ducoli .lio Oloioliiiiigt,,, ' 'lolmn'oii 
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wolcho Fu„«tio„c„ i„ .S'(«) alH Zilhlo,- ,„„l No„i„'„. o.,(lmlfo„ si,,,!. 




pdogt man (lio Hozoichniiog otwas dudu,-,!h z,u vofcinCaol.oo ’ >' '""'''"moi, liomdi/lCtigl;, 

tlas ludoxpaai' 0,0 i,iitoi'd,'ll(!lit and ' ’ ' ^^‘n'liiiK'id, () and tnoisl, luioli 

inaigon in dorsolbon Zeilo ode- (iloiohiinr voidulaii.a, •/,, '"'ido Mozoioh- 

stollmig dor F, motion r’^ui(o). Ms iat ’ ‘ •'•"i«<oi' on zitoi-sl, dm Dm'. 
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-»w « i »« ^ u " lfir « bI ' S """' 

m- .oiotoi »««i«r i, „„ „ 

(U) eino Function dei* comploxon VorHmlorllchon u ini. HIclitunfj dor Din'orontlatloii uniibliUn^rjg^ 
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Win! <lin DarHlolImm* ilor Kiuiclii)n N iNic* t, * i» . ^ ^ 

von (%i(n) IniiiHrormiil, ho oiliilll, mail lUr hIo oimi Konf/'^voS'^^ 

«„(»)! Ilor l^'uimlim, «,./ IT' """"‘'ollmr mkoiinon Itat, .Uihh 

,. 1 • , W , , '' '' ./r.,) .71., Jf.) 

jmiportiomil ml. Vonnohrl. man iioc,limnl,s ,< nm 7/- k„ „..i.;ii( . "• .? . 

goKolKl winl. Damil. Imlmn wir dio vior 'riiolaCi'i’iiHi, „ T" ’ 'V''**''"'’ 

(Jopimll. imrimliHoimii Kuncliomm woKonIticli Hllllyi Dm almr iil,", 7" *' • ""'1 l^olii“''lluiig- dor 

i. „«» v„, *'«•"» 
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I >^'(11 (-)=• ■ /^(r I iV|„(:): /.’ I 1 I {}(^-.\. I 

I II 00^ w„.('0 -' ■'•''• '' h ( i ( .7f..'> « OA. •. vr' . 

lOimm gciiioinHiiiiioii von h mim' .■ nimldi'ln"i"on l'’ac(or l" • i •' 
ilio vior Tlioliirinmiionon, imimn u ir dioHoii l-’acli. ''li i T*’’ 

iinondlic.lio I'rodmdo iinsgodrltcKl, /.imanimon, * "•"('Min willkilrlmli laK.s(in, nooli oiiniml, diircli 



(-){„) 

f>U) 

IMI (, • ) Ip 

^15(1 

1 r»ii 

/-'Dll 

\ t- 

'a 

1 


7,H' 



>hn{:) 

'.PID.I 

V“" ' 

'/’’’Xi 



•II,, -.f,’ 

) 

\ 

1 \br» 

vCJh 

■M)' 

11). 

Will (a) 



\ r 


1 v’’" ' 


1-2,. 

■>z) 

•’Cl 










2 1® ytj r.ii.'i 



' 1 ' f/ 


'’■''li(«) 



r 


,/.■/! 1 

' H'--)(l 

,/!« 1 'i 

-'■'H \ 

. •>'* V 

.T, 

' f 




'MiC I) oiaiolil oiiio oinlin.I.o «>'«''»'>• 



" ( 1 /'• 

0 '^>1 ) 

"ill ( ’ 

i.i) 


HI) , 

0 

h- i> '•'II 



", 


<> (I'T 

1 ! i.'f) 


' I' ' 

/.If) 

1 

f WUi) 

■ W,,| . 

W|i| ( 'll) 

W, 


IV) 

W(.7m) 1 

' W|„ ; 1 

W„| i.-r.) 

11. 



I -r,) (I, 

Solzt man ■/.. |l. in ]) .. i 


•'0l(' />)i HI, ,9„(- /.t):. : 

".iCO- 

'>u„ I I : ur) «i,(,l r h : ,>) 

' '''■ '^‘‘^lll . . ,. '1 f 

H>, ^ ^->ll(.T|) --- W,„, 

, ^>1 « (.^-i) ^ n : [/,/ , ^ <V, , (,^^) ,,, i 

'/. ^>,»(.7r| = WuC’r, I-.tt,) W; 

>''1 •''■|I.{ ’ r) I := //,„( r) a i ' ^ 1 '’/I •...= g ' ’ ,'K niul 

' S t iS ' 


I’lortimlo im an din llndinaiimr '•.•hnllnli dims „h i'"’ • i' i • '‘"^ii'HiuliOu 

Thoil liOHiIzo. Da Imi icdm doomdi 1 1 ’ • i-' i ' i-'*’ ^ nogativ rcollon 

■'•'lH"™ (umiplox iHl ho' I, Ml , , , . . ‘"'I''"'’'''. ''"iiHlanl IhI, mmli {? :M dim Vor- 

oilor (lie Voi7,oii-|n«ii dor I'm imlim* ' ' ""’" I'l?' *'"i " ' 'KValiv, weim die roriodoiiindicoH 

/-U. IK.,, d.,. 1 mmdoii HO .;.maldl wmdon. dasa dor Inlialt dos rciodonpanilloIngianimoH 

l)nmtTv f II JTo . (jr.^ :.7r|) 

« licimo,; I'n! 'to,,'u!ril!',r'«ni!i u" li''' '"l"'"l ■f'"" 'Oi«l«f>iiicll«»o.l 

(toiiici Hill, weiiii Iiollii-, diiicli dm Srliniliwomo .V(?,r) an. 
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geht ohno Woitores horvor, dass ^z) <lio Poriodo .'.tt Iml, dn«H Hz I- /t) I ial 
^ diii'ch z-i-T, 80 folgt ^ ^ •‘'''sot/.on wir ubor 

= + l-f I) 

® 5|3(1 -|- I) (| .|. p 'iz^iin -I- 1^ 

MuUiplicii't man dio hioraus ontttj)riiifyoiidon Glciclniti{>on 

mit omandor, ho orgiobt aioh 

^ ''--•■a <iod. omo wiodm- 

-tie I.„,,,„o ..c....,,, Wi, t w .,rh I “loS'S, :’“““ 

*h,g{z) — () {z -I" I hr I- .‘ iii:!T)f\ zl(‘-\-hzA-^liiiijt 

aor obcn soLloiio,, rori«!lk“ll!‘; ml'V^MtolwtonX'Wdm^ 

mi; “riJlSiCTft ,T": "7 

(iMliall) iiMli (loin IniuroiilWIioii Siil» (g 22) in i™“, «icli 

OMlnoto Roiho ontwickoln luHson. Dio FmudLialdoi(dii li. h ' r “‘f l'o(oi.-/o.i voii t ^o- 

omou alien gonioinHa.non Faotor vollHtilndig -/u boHlim.no.t vl dor Knt'“\d7m, 

80 folgt au8 dor ci'Bton dor Finmtiomilghnfnmgllf 

und hiomus nacli § iriMvoim^ 

Also bloibt Ain,.^,, unboHtimnit, and oh ist ^ ' * ' * II. 

wonn i?,„ ftir gosotKt wlrd. ‘ 

* oino gaiiKo positive odor iiogXo zrUmdouloJ l'’"'>«‘i<»'iiiKloi()buiig nnlor 1) an, ho ist, wonn 

^A</(«^ + Tx) = @//„,e2«»« + At-|-2mrW/*T;;^ ,, Ov, , ■ 

... “'07i(/(2).e ZH --iiez ~4jxin 

Q . . ==©/4,fi"~’^»'' + 2(i'« x)z~\-hz--gxin^ 

Ztlhlnng dor Gliedoi^oin luu/trhaltoir^'' 'J'wlui'di nur oino vorftndorto 

woraus wiedorum nacb 

oino willkdrlicbo ganzo positive odoTnlgrtto zS is^ MarsiS^ * 

unendheb vmlon Gloicbnngou niobt inV widorspruobo chief 

Sx^B,.e'>^>^+zx^-\.ffxiu ' ““oi lilr »»==0 

i 



wovin bohohiB- 1H(:, (ilHo .lur„li y« ornotzl; wonlon kami. So Imbon wir ,loiu. 1} Htatt » o. 

^hA^) ti . '1- i xh -1- ' “ SOSOtzt, 


Uild 


Doido QiioUonloii iiilhoni Hioli mit wmdimHulmn TJ rW 'w ^ 

ou loollon Thoil iHmilzl, mul <lio ]{oilio c.onvor/.iit untor (lioHoV Vo T' ^ 

'ortho vim J, WIIM lllpriBim« it iiriori ra«|.li|,i™i„| i... i, '™»«otai»e fllr iioliobigo oiiil- 


iioptivou II 

I, oho Woilho vim . witH IliriBim, ,t |,rii,ri B,«i,hl,i»,„„ 

I).o (,i,„.(,.„.n /, lii»,,lirtl,ikim tvir ilunil, ,|i„ 
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. c/?' 

Sio wil'd orrillK:, wonn dOA'iDri lA'V/ iiIho it /> \ „ 

ohoj «»»« stomiioii. 

|.»(--)-i),.(.-)i .eo''»»H -»i-, Hdrti :M. 2 ®„.i»io„,(„„„.„,t 
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, 2wi I // 

' I (a* ! yt;i) 


■ 2 v'©v"'("'- ')(• l)'"-'.vm[( 2 «~-.l)^„; 2 ^,). 


Dio (JimrulclonHtik ImiHHt f^onulo, wtmn /, « Lwado i„( 

ClmniklonHlikoii »,(); ( 1 , 1 ; i.ii; |,| „in,| ,|i„ ,inn iwhUm. |<^^ulo^|i,, oV/r!lt ' 1 ' nT'‘i“" 

(liiHN (lio I'lK^tiilinicliohnij mil rt'nulnr (Mutrnl fiu i liir i 

.jio mu III,,, ,,■,„l,„u.,■i»,i,t ;;:.,.ir;in:VuliXs^ 


V) 


‘h 


' .7, a 


% (n I //.T., I r,'.r , ) H,, „ 

CoMlniito i iIiih' viirtL-oi7lhini..™l^ f"" ‘ “ '"Whliflnglgo 

P«S.17I,, „.lo,. (lorn ^ T" itamW. (h'un,l«,„o„la nov^ 

™« lion hoiita, (lloiZ,^,, "''• ‘ '’• '/’(") ' I » -oli'-onil. .Inoohl gob! 

'4^(1 I 27‘«i'co.v2/z.|-//-l*W|ll)!s::i. (/, (y) (g C'-llM* 

wnlolm n.. V I . I 

" “rnlt'HdmiiK del' IJniMUdlm.g dor Fiin,.tionou iHz). /A,„(r) diindi iloilioii uud Produoto out* 

JliptlHiihun^ '“o ««l'«l*»or dor itoiiorn Tkoorio dor 

Boiiqiiot iHt or lHdl.ulmli.)ii. itHnii li«lm./.irti i„ ^ v ‘f ' wnoliondflti Worko von J3rIot u»d 

I'iatoriscli gowordon ncldori, .fotjst nulutlnt dio ' f ','i“ Alftlliomiillkor doiii iinKOsohloHoon, ao dnaa dna q 

aohtlttort. Dor Vorfaaaor lai dor TrndKiut, ILn goldfoWn!'' vlolloloht nuoli klBaalachovon h or- 



Soilo .lor lololon Gloiohu„s n'm So S"nrllil, T'i, 

- ..0 "■ '■• 

orstoii Potoiiz vou e* luultiplioirt ist, ho orliiill, muti ^ ^ ^ iiiit dor 

Da mm === , 0 , 4 .,;.^ / ' / ,f„ , ••' <Hv-)er‘<"-l"K 

/y-(<7)V o». HO (ol..(, liionum 

-1)^(1 fr/H-H.) > I 'I I 

| ,^,(,^1) P, 


-I-') 


Sli • / .4> •') 




"“"‘"O' 


'•'(/( I- 1 ) 


,V%) _ >PW^ r/.(,/>) ') 

‘'“'S';.', . . ')®.-i..,w !i!o",/li.,,, 

Worth NiiV»r'r,',isi'“ '" '''" ""''“‘'’"""l•'"" Tliolal'iiiioli.m,,,, ,l„„.|, 

«» Pro, loot ,,i„»,. ,,,,i ■)■ 

= 2 r/1 i4j( 1 («.(- 1 ) y> ( 1 , rt .|^ I. , \ J,. )■/ ' , - '/ ' " I ‘) •• { 1 </' " I •) 

Dividirf, nmn die IVoduetdarHlelliiii"' vou a 'I 1 ^ 7 '''' l »y, 
l)or(i(}k8icli%t die Idculitiit " ' " ‘ '* Null (lluir iind 

» orl,altS"“’'''''’‘Vm ”)■ I 



-- ..:r.'::i' ;si ■;£“;■ 

Koihcndarstolhin^p dor Fuuoliou l),^{^) ii„do), ,„nn Vortilou'.liuu;;- dor I’loduol- uiid 

, 

sszs: 

outhaltoiuloii Gliedov ordnoii wir in dmi Kl.ium • 1 ' ''**imduvind(>|. i)i() ,vm(‘2(w |. I) • ;)jr) 

3.H-i Hot.on. wodurcl. wir drGlldX'Snl^^ 

= ©V,»m„H-a™r ,,v„ ,. , ^ 

Oonibiiiirt man in dor lotzton '^i • ,] jr — ly,. 

zur 5JaIil~m_i gohdrigen, so’urgiobt Ti^ TluHrlTo « «i'lHJiioobcn<l(m .Suiniuundou luit dom 

fiudot man ondlicb dio Gloict.ung ^ '<nd duroli ^ oiHofr.t, 

V) ® = „„ 


SO 



§§ 48-49] 


!)r) 


oiH ill Sdliliiinilch’N Zc.ilHolirift (Jiilir^^TlTlHliln ^24^ l^J'oductdai-BtolIung 

^t-tfn.ctioiioii iiiol, siolt 


T ♦ / ri 


i:rr 


Fllr Ak ) F( 

boruhoiulon Bowoin 4 J 1 ►^viUMMuiiun M /ir.nRtiuniujn.in''^* 1 1 n Rrun q o.n\ t .. 
woil ftir (lio Tliotaiiuictioiioii iiiohronii- Vm-ftmloi li^ho . Wobo Uowoibc lasBon siolf, 

allgomoiiioni. Man l.ul: u,„,l, u.i.ln,o , 11 ^;" ' I voi’ 

(loi’on oiuigo wir Hjiiltor lioHimidion wordoii.*) ' goauclit und gofinidon, 

§ 40 . Diih Voi'Hdtnviiiiinii dor ’|'|io(nf|i„,.ii,i„«.. i i rv 



und iiiir ill dioHoii Pimkiou vovHidiwiiidon, uud du«rHlHo I 
iiiolitvorHciiwindoii, woil oin iM.iivorgouloH uiiwidliolioH I'niduot i’,ui'“,laiiii 
voi'BoInviiulot, woiiii oil! ^'nolol■ voiMoliwiiidol. Wir wollo,, altor I’llr dio 
Bon Sat/, nodi oiiioii di.odoii, aiif § y.(» l,o,ul,oitdoii HowoIh boiliiin.^oii. 

Wir Hiiolum dm Anzalil dor I'uiiklo, Idr wololm .V(j) vorHcluvriidot, 
innorhalli oiium I'aiulloIograiiinmH, dommii I'kdcoii 0 , <> T Uijr . r ainrl 

Da />•(«) ill dioHoin „idif, Unoiidlioli wild, bo’ w.'lolJt 

nacli § 20 mil bo vmlo gaitzo Miilli|da von wonn r in no- 

silivor Kiditmig mn dio lli-gronzimg .v iIoh PurullologniinmoH" lion hi » ' “ ^ 

gofdliit wird'^-"), alK I'niiklo in. Iniioni doHHoIt.o.i vorl.imdon dud Cl r lid, 0 9 M 1 • , 

ZuwaoliH ih( alior /• .»' » > l r ’ "^*’"''10 d («) vorndiwiiidot. Dlosor 

.In , . » ''^SV (2 h *r h ' tTt ) 

as v-=. = „ J T joimr I'linkt int, woMliall, wir dioHo IknvoiBCilining inilordrildcoii. 

In t'.,lK0mlt,u lAirnii.lll'S w"^* * r"',' <lo» Donn Hchwnr/, 

cilo PoHtui, Imz. Fiwtoion iH,. „!|„ ( , o;,^ ; ~ ^ '""‘r ^ in tlom 

(lor Comhiiimloi, ^ l"'»'»lv«r iiii.l i,og,,iivi,r /aliKm ^ot,lUi«t cordon, inlt AubboIiIusb 
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™i.bo 0"'"'"'e- w (ow ci„„ 

. c ,' 

fi+^-l-y+rftor Ordtuiiig iiiit (lor ClijirnlctoriHtik j'.|-.(); <' im<i 'I'lioliiCiinction 

wovou mir die Puukto^fdo iiiiT/*™ ^oh'" '"’i* tT;^■llliir(! I-'iiimlion von r-e^^ 

-Hnu„.o„,,W,ko„ 

die zivoito auf 8io an, Morgi^hrHtr l'’""'di(Mialndoi<diiiii-on. AVoiidol nuiii 

.,. 

von «■ ooiw'ori/tarsr’^^^^^^^ ™ltal''''7'''r’ '"" “"'’ ''"ion™, 

Doniimoh IdHst hJoIi jedo Fiinol ion (/)(,-) wuk'lio dim Dl • i ’ ’'’'dliitioiiloit zwmdion ilmoii S|iii(, l,(U 

«„„« ,H. ,. fl,r u,. zi!:''.'”’''''; 

inmclumen eim^m^pl^eu VaiMichm z, ,„r.lclw .lie 

hefriedigen. also V'(' i-//r)-.i(.. i)'//' (/-••> 

Thotafmiit™ m<l Tlmtarnii(iti(nmn*'!wa1toVo^^^^^^^^^ '‘’f‘<>l.aliiiu.,iio,ioii. Dio (imuhaio dor 

■liiion omo hnoaro Lomogono Kolalion n.it (.n.Hlantou (kmm.nonfin Wh 1 ''' 

iMir ^ = 0 hal,on wir //- o.;- '/'.o’ 

izz ' '^oi :,‘r. 


Flir ^ = 


«'.=n /p 

"'I 2 


: //?, 


I tl * 


betzon wir nun ziir AIikHivainj? ^ ^ J 

80 habon wir hioraim /•'. - (-it , : ly-' ==■. 

uud setzon wir in dor lotzton Gloiohni'igtt^x,^^^ 

111) 
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§ 62. 1)10 HogoimniUon AdditiouHlluKu-oino dor 'I’l.rUnP *• 

(litroli u>{u) und «pO>) uimdrllokon, ho ,unmt man dio (iJIoinlnuiff wolol.n d, , ‘ + 
thooroin dor Fiinciion n>. JCin hoIoIioh Tlioorom ini; Hlr dio Tliotal'inl liofort, das Additions- 

dio Quotionton zwoior 'riiotaCmiolionoii. (JIoHdnvolil hat sidi dio tJ. ! rT-r'^ '^ abor fUr 

funetionoii «u noniioii. * ’ ‘"® ■^ddiuonstliooroino dpi- Thota- 

zwoilor Ordnuiift- iiiit doiMIliaralcloHHlik A • |' a\ Hioraim Ta''^ a'« nuf /, oiiio Tliotafunctiou 

n ■) 0 .. r . no «l«i')hun«on sohliossoir 




Ill) j i/'f, j ( I - 0 17 ( * 

'v) "-'o-l'viH 

I\) d„, ^.1 (>) 




Xll) 


dM.d„, 


(2.-). , 


gloiclio ist. i)io Mladalinadioiitm zlvo||,r <Jio Motliodo fiir alio dio 

liaboii alH kiuK-lhmoM vm. dio KLi.'iuH.uao (•iiamkitn-Kiik'i’.a limS ini . , ■ , 
n.oa.o .oinoKono iioiaiam i;;';’';"”';;;* 

lilg"uur 'Jo'- linlcoa Soito in 

ilor (iloioliuiiKim II) d(-H vm 1^011 I'an.Kiuidioii (diniiMiiT *’ """" 

8 611. ‘latMthi'H zvvoitor liowoiw dnr Forniol ,7',, - ' a n,.i , ,. .. 

iinctioiioii daiHtolloiKlmi Koila'n duditirli in vu-.d ..,.,1. ninn dio dio Thotii- 

mcl dio (lllclor init uoKoradom hd!; , 

l>nch dio llo.oioln.an, .7.,,.vr. an. so midilt man dirT/biS.i " -'’"“‘afunotionon 

iotet nmii dioHo Wmh'rvmrtr^^j I 

Rnn U duroli j, ho ii„doi ,,',a,V ''oh vmigon 1‘arngrai.lion oin, mid orsotut 

'oiaiiB oino itlinlidho Uhl'inln.- 7-7 f dn *’ ’ 

I\') 7^ HI r?7 ^ 'vonii man r uni i vormohit, iiftmlifili 

?vMifUnan 

8 




d. h. (lio Fnnetion /(j) = ; d-O-oidw Imt dio EigoiiBoliaft, inigo/tiulcrt zu bloiljon, woiiii nmii « i I'li . 

also auch woim man .yio, r/^ .y^oo, , . . fu, .y aotzt, und da =. () ial «„ J J 

s::it; 'ti£=i r,.rt;:!:,r; rirr, ■■- 

dopimltpoilSio <l«‘H’na«l. ”'ino 

“7.:“ ZM-'r'T”"”?,' ';: "»■' 

loraton, wtklio (lurch eio, iiilltcl, dor H|oiBl,ii„g„„ ,|„|^,,»|„||i ' 


m 


rcic. Emllioh l.tL.)-r(i, (7rH fl ‘‘"'T" '"» ''«"«•■ '’(m .s(„) 

(lo Funetinii S{u) mit dor doc g -12' vollBtll'iidC lUwioiiTmid iiV* r 7 ’"d'' <*c- 

(Moirto, do,,,, „» ,SWM,,) = «« ^ “‘'li*""* «l» di. 

“Ol II) do, § r.l „1,„, orsiow i,,|, «„r„rt ' . I :*. A,„ ,|or 

“) -b im = 1, jmu) ..... /,‘J aUu) =■.: /n ,'(u\ I / 1 c.;r 

Dividirt man mit dor Gloiolium- III) doH « '•.‘i'i’ P n/- ' ‘l/‘ A-A%). 

<:2;?r|, / dm-oli -~?w:2dT,, so orliiiit man ') «''hoI,/,(; ; dmoh 

S(u-\-v) = -I- ''-■(a) ('(u) /)(n) 

^ l--IchVi(ii)S'i(,,) 

, so orhnit'man aiul^vtodl' T(V— 

™). »» »■«. ,,,a,,'t ni, „, v) 

^ 2 ; da sio jodocl/nii/vou dm'VoZlur'^" 

»lat. I»t »,:*, „ 7“'“'' 7™“'’ ''r ll'«m-.» flir ,,-.,1 

0..-1 sola, M 1,1 (n«oi, Forma" IV)°VlS)' ““ 

«, volIala„d|/|,„f,*|„~l‘’ Fn,ironFf!’l 

3lchom dio Tliotafunoti'onon imv nn , duroli dioso Gloieluuig 

aiunotionon nuv nooh Functionon von k luul r (odor q) 



§§ 5B-50J 


Bind, oi'Hotzoii wir init Jac.olii .t, (|,,r,.,h K, tt., >•/•/ i , 

cm, da« fill- «(»), ">"1 ««liroibM, fn, S(„), „„„ fi,,. 

Boiiii rondolpnibloiii liitt (tiiio Aiiiiilitudo mif » • 

Bolioii FuiK'tioiioii (im minmi Hiimo) liofwii. Auh t 

simiB ftiniilitudo, (((.HiiiiiH iimplil,,,!,,, a am|dil,iid„, i- aiiiidif,„|,, I!r . ^ J^OMiclmungoti 

im Gobraiiidi lioliudoiido (iiiifjfdCllliil. Kiir a iiiniditudd iwf iu . c * ! * v’ ‘ JUhIovo, sich wonigor 

HOHBt ul.or wir .l.uudd’H loSo lnm it Idl 'wt^' 

bonutoul, (liiHH wii' Hin am Imi Jacidd diuc.ii ',.oh am dnntli /.! iiulor Woiso 

setzoii. ])i(!H() Alikllj'zmiff wdmiiil mir waumor willkiirlicli id r ‘hm durchtga or- 

Jiino Uoiho vm, Far.nalu .urn, dia l(|, .lium, b tw »„ fiu- «?«. w. 

miieldo iioHoliriliikiiiig' Hla((. Wir iH'gnll/'tm iiiih iddoi.ti «!« dio (Ibor jti go- 

donkcndo Ixmor wild loir, In milNalmidmi, um dio ibiHidmiukuii- vm,"* * Ti dor 

Hiiid dio boidoii Jiowdoliiiiiiifvmi diuTli di,, Hoziolmiig Vorbuiidoii abor 

Dio Iblgoiidoii Fm i,i!,,|n, Iwoll, ,do iiiHirwi.IlrH ' 'i • 

PoviodicillU dor Tliolalmiolimioii iiml imih dm. (!1, 00111 . 0 / 111 , ""v) ^ 47 ' f <lor 
km.oo,. daboi vorwm.dol wm-doo!' ^ 

i) i-.a 1 l/4'^(a): 


11) .v«t' ", 

III) m'hii ru^n I, A ’^saht \ thhi \, tUfin 

IV) ;|, aili < II, 1,7,' 

V) XU i va i Ji ' : i/u i/t' , / : 1 ; , 

VI) .viFh |. 2 /,- .sd 7 < I 7 .,/,'. .vvi-a, ri/ 7 i | :»/,• 

VII) ,v«K I 4/, : .v«a I •'w7,-' mu, , uu\ \/{ 

VIII) ,va«.| .i;./i I U////1', .mu, <uiii \ \X/i 

IX .v« w .mu, ^ 

A) xun h' fiitciluu, luii /,• 

XI) .v«« I /.V^.sv,/,- ,t muuliiu, runi A 

XII) ,vao,|,2/.-^ ,v.a, , W'*- 

UII) x,U/, mu, ,,A 7 .' u- 

Yv Ih' \;/,mu, I ,7.' 

XV) .vi/K;j “ii7,', .mu, I , 

:vi) /.I//, V uuu:,„uu, 

1''“'' '/ ", V IM ,.y 


Is-mUt .v« I /,•' ,r« i I ^ 

• •■/I'l iv</i I /A' drt /, ‘ I . 0 


tu^u I .i/i I ’li/A^' 1 

<11 u I 1 /r tuiH I 'lA I ■ 2/7i luiu, 

I i;.A l 7 /(:</.- | 2 //,d). tviM, 

n ntu, 

run A /i'xuw.iluu, 

I A ( 7 (/, u li'xtlH'.ditU 

<•»« I aA‘..« ,-uu, 

ru'JA n- mu, 

mu I ,A' I <Ai«:,7..vuk, 

mui'HA'^ mu. 


‘ «'u‘u, (/,!-« idl/i’*»a (lti-u \-'iiA ' ~5 (la'ht. 

iA'^r.^ mu, drtH|.*2/,%... (iau~i.AiA'^ dan. 

».) ^ at u, dull i UAJ : A/ilA'^^ da it. 
tin ■ ‘ H (hin. 
da H - ' /r : d: (J(f /{ * . 

/dsuH : da Uj da u - /di dan. 

da ] 2/1' - dai(, 
da2A* ‘ dau, 

7 dau \ /A'^vv ; b I , 

da{H \ daui 

i dun I * [ ik^aau : ca u* 


XVII) I, W,„|M. ./ . V, •,«■ », 2.vto«, H,.! «1>, l/i;]/, _ 2, 

* 1 't '"^an < can cosUf dHU ^^i, 

«i ‘luiol. dio Add lLLil,r,o ,! i"l it" ' 

01 } <*«f« I t>l r ” ''^7 ^diu-h')~~sitlit--ii)i=icaudautav.N, 

' *’ f*}-- "■~-'2xau.m lu/auduv: A, l'hca(u-l-v)cei(u~~v)‘«=(ca^if~h()aiv);A, 


GO 


[§§ 56—57 


(la (a -|- (i) -f- flu (u — o) 2 f/u u (la o) ; yV, 
1 -I- tla{u \- v)(la{fi ,.) 


V) da{u v) «= {(Imi.dav^k'^musavcaucav) : N, 
t/m ~da{u—v)~ — 2/c 2 sa u sa u c,a u cu v : yV, 

VII) ca (u±v) = cau ca v sa u sa v da {a u), 

VIII) sa %u — %sau can dan : (l~k-sah(\ 

IX) ca 2 u == {ca‘ht - saht daht ) : ( I -k'hahi) r- m'hi ■■■■ sf(ht da 2 «, 

X) w K-(l~cfl2w):(l-|-y/«2«), c«5!«-=(c«2K-|-y/«2H):(l l-rfa-iK) 

XI) dan ~ (k ^-\-da2u + k-^caiu):{\ H- da'ln), da 2k =..• ida-hi-^k'isa-hi a(hi) • ( 1 . /■. ,,,i, ^ 

Nunnit nijiui; niiondllch kloin, HO I'digt •‘Ai.s«8„|, 

XIII) <i.^« 

laBooii oioh omdoiilis lionih .lio ollijilta,li„,i Ifi,i,lii„ii„|, '"u!,' ';“"'“'««»lo 

dom dor dor EtaM.lioit |,„||,„r «„ iv .rd,, j ™ , ""' 

>axmi, .nd „i„„„i do,, Mo.1,,1 diooor olU,,Ll,,,, iC 'J'"!’, !/ = 

gloicluutg orfdllt, Dan llogeiioloniout M mui ^ ^ ^^'"‘"'i«catou- 

rfA |ia A(2ca^^-|- y;ft22).^ + C 8 ‘.i^(. — — • // 3 "i i '25 

- r/A’Okan c«^24-rf«U) 0 == ytt2(4U~~4.KcU..|. 

■ * - -» <». 

= sr\~si (luvcli (lio (Jioiohung ^ gogcsboii. iMitliin IhI an, si, dor Mogoii 

w ^3 - sin /„ = ?“i> ■“ '• ■ I • sin l, ms- /, ]/ ] 2 .kk^ 

d"I wLlX Sl'iS ./«/„ , ,•/«/, vor- 

tloiJ LoniniBoatonbogon anit Zi,kol iiiid I iiill'lTn X), 
= 1 . .= 0 , ao kdnuon nio ...u.o,h .ioh 

- siiKl /AVOI Fftllo L^nmlZSlig ^ Fnto»r,loi°” n‘ ''<*>' <'llij»tiHchoii 

""M iBt, u»cl .woitona dor, in ^ oin r hIT v , li'" "’t 

’'•u wir .uorat botracl/to.., Irolili; " 1 " ^ >“''o-luu,lot. I.n 

oinor als JSins, ’ ' jcJtloHnial doju uljHoIuton 

Kuoret rj positiv, ho folgt auH dor Gloiohuiig 

(py.8^ l/F'^ ?P (1 — y/'H-i)a ; (I ,|, 

alH gloich iA=F; iat abor auch i««g otb '!"•<' Vk' algobmiHoh doAuirt 

als E™. Aus den, schon bokamiton Vo^uf flir {? foiiril I'owlivo Gr«HHO mid kloinor 

jeden Wsrtk zn>ischcn 0 nnd 1 einmal «„d . 1' , f W. A .v« ninml k 

md mr cm resiles q<i, welches die Gleichma heMc2,t '''» 

funclionon. wio dor bloHao Anblick iL-D^Sl:;^ v- Tbota- 

ungon Joint, looll, 1)1, • rom iniaginUro « Hind &{u)> OoM, 





0iq(u) rcoll^ ^‘’^11(^0 int mill inia^iii/ir inui vwm. iu\ . 1 it ■ 

iiclifcii wir mill, (liiHH (li,; .Siimimi ,|or Worth,, fii,. w(‘lol,'<r. " imasiniu-. Be- 

solboi. Word, aiiniiiimt, naol. „o.. ,lo.t 

von « .wiH,,I,o„ 0 II, ul A- koinen WortI, v.wcimni amLmn W«>tho 

koinon Worth /.woinial uiiiioIimioii imkI on niiniiil svn , in ,i; l«nin mu zwisclioii /(' und 2 /{ 

weil iHt. was niioh a„: dor ZZ^Tr '-orvullo forUvillirond von 1 hi« o Z 

dio V(llli> Syinniolrio don Aiil- „nd AliH/oi^<-om, d.n- W ~ii >i»« dor 

Vcrlauf .winolion m.d . . .A' wini min ^ l''>.o.,tion nioh e.,iohk - C 

uiollo H aiiH dor Tori od mil tit. Stollt man dionon Vorlunr •.. i- i oiiciinnt, und dor woitoro fllr 

Uoordinatoi, dio (!„rvo ooiintriiirt V‘-v« r so ■•ihaolf ,l ‘ ^ ""i" i" OartoHianimilion 

hiiiimliiiio. Ihro li(iolinloii HloDoii Mo-on inn ^1 / 1 V r V”' "1 dor Linio w -.= .vmr do.. 

fiT/innton imd kloiimton Onlinaton nind j . 1. Z, ('nn^ jl-! ''f ‘>”'ii'‘dor outibrnl’ dio 

Holmo. nml nind ,lio Htlioko I, d,m St(,,' k. n n 1,,^,^.^^ a^^^ untor ,l„r Ahnci^ou- 

diodon hoidon (iloiohnnMon nnd ,/.• v/atTo''"/ on ^’'"'Htniirt man 

don limdmton inid (ioCnlon ni.d in don Solniilinnnkt,-,, m'iViut ? '’''.’■■‘’"'“’"l'"'' «" «<i>nnu,n nio in 

Hind nir kdoioiio Ahmiinnon Kloi<.l,/.oitir poHiliv nnd no.mtiv '"“’''oi", <••»! ihro Ordinalon 



^\eilli zu’oinial anuolinioii, woil dio .Sniiinio -/.woior /alilon I '*!* "o!- " ' koiiiou 

^Tiiont ‘2A' ial, doHhalh niims a Ibrliviilirond znnoliinon iioA'cn, nicniiilH oon- 

nna-iniiro Worllio an nnd udrd hoi • -ih' nnondlioh arosK WirTi '^ ""*‘Ki»!ir« a ninnnt .va« nogativ 
dm J aimimtnl. woiin a aiol, i,, oinom Kh-inonlarnatalioh,...,.' ‘•’‘W'" dio Wortlio, 

iHt dio irignr I .lor angohitn,-ton li I n (Uar,u 

■/.wiHohon nml a; nmt oim, ,d,. oi-o roollo /mid 

/•; «<. dnridiliiuct . .,v«a dio Worlho zwiia.lio 0 . .d , / o « '^i" W<»dho a' von 0 his 

dor inmitivon .r.A,dmo ./.wim.lnm 0 nnd I, nn./nklhron^'lHl'' ' ' " dio I'luikto 

(‘^'•xi ^hto, no iiit . nZ^hii^Zn , 

wonldii, wouil i/' vnii o h\n /^v ,,..1 r, W(Mtli kumi yAvoimiil ango» 

oliiio iiiiiznkohron. Diomi .Sliooko is| in dor h’i. ^ 'V ' - dio roollo AoIiho von 1 bin 

i>" I’-uall.dograi /-dor a-Kbono .n. 1 .'l t Znli^ If 

onilibolilt Hiob ini oihIoi, Fallo, ,1. h. woiiii a dio I i«'viHcbon A' mid A^ -/y,v 

dan olioro Dior, ini zwoilon Kullo ahor wonn a liio'liiV don Wortlioii von saa 

■'«« duH nntoro lltbr dorwdhon la'iiio on’lHiiroidioii zn l,i " " i‘ f don Worlliou von 

"-/..kobron ,Iio immtiv iina.dni r ho diircbllluit . ohno 

i;:: r;:, \rrs « ,:t'“ 


»|| » ln« A, « ,|i„ |,i„i„ , ,i, J.v ’ I0l.l<lmi.lilih.ll«. , lie Worlho 

,v,,r,U., , ,^l, , 1. 1, f ’ oi.r .lio«„.„ Wogo 

"i« ill- l/noiHlIiol,,.. „i,„ 1 ; w^, „ Z "A"':"" "'»■» «."»'k«h.™ «„. l,* w„ol»„„,t 

Ht <iio Idnio l:A- his v in ^ z;- 1 ., Z f >>- ~ UC' an. gloiolnvold 

<»■ onlH|,ro,,l,ondon Idnion naol, miHon, n ilbor ,. Z f "'‘''I '‘‘'i* hoidon in dor a-lihono 

'olHirl, ibr alMo anr oino la'nio ZiZ, io , w iZi '"’'^"‘i T l‘“‘'i"do>U>orallologra,am 
ho liogroiizun- dosjonigon \ it‘r(on 'I'liOilos dor f.'i •toolitcokH (>, dor a-lCboiio ()ntB])riclit 

'"ft«-iii)m)ii AoIiho liV-l nnd ,i(>r in dor Fi TZ ’T! V dor ii.mitiv roollon und dor poHitiv 
<>« ontH,n(ndnn, io I , n ^ ''«''«i‘dn,ot iHt. Don Punkton im Innorn 

-loioho,,,, „„ S';;:;;;";"',,,,"'; 



ft./jr, woiin z iiiclil; in liegt, AIho nininit .wtt don Wortli wonn ov in ff, ninmnl und mir 
ohimal an. Da dio liogronKung’ dor Viortolobono 0( »ioli ins Uv\oi«lliv,!to ovutvookt, k« i«t dov I’unkt t/i' 
din’d) oinon kloinon Viovtolkvois, dov Pnnkt dov z-Elioiio duvoh oiuoii hoIiv gvoHHcni ontniivoohondon 
Viortolkvoisbogcn auS'iUBcliUoaHOU. Daaa abov wivklich dom hoIiv kloiiiaii Kvoiho uni i/i' oin hoIiv giossov 
Kvois, odor violnioliv oino von dor ICroisforni iicliobig ivonig abwoiidiondo Jjinio ()ntK|ii'idit, i'nlgt juis dor 
Mdglichkoit oinor Koiiionontwiokolnng' von naoli aniotoigondou l’oiini’/,o)i von ft, dio init dor 

— Iten PotojiK boginnt. Eb kami dor Sat'/, von dov Kindontiglioit doH KntH|)VOf,lt«nH abov mioli aim 
dev Zorlognng von sti M = sft (a' 4-nt") in Hoinou rcollon nmi iniUKinilvon noHlanddioil niittolH doH AddUioas- 
thoovems ovwioBon wcvdcn. — Dom Hoolitook (?,f mit don J'lckcm (I, A’, A'' -lYi’', - -/A’' cmtHjnielit dio 
Viortolobono Oi, dio vou dor po-sitiv roolloii iind iiogativ iiuagiiiHnm AoIiho oingOHoliloHHon ivird, oimoiii- 
doutig, in wololior Boziobung luir dio Linioii von 1 bin 1 :A- und von 1:A' biH <v oino lioHondovc lio- 
inorkung nbtliig' inaobon. Dan obovo nnd nntovo Ufov dov lanio von 1 bin 1 : A' oninpriobt VAVoi ganz 

Yoracbiodonon Linion dov w-Ebono, dio Linio K . , . A' l'i/i'' dom oUovn, ilio Liuio A' . . . 1{ -/A''' doin 

untovn Ufov, und dahov wild dio !Ciu-oii\doutiglcoit uuv ovHt duroli dio SiiuUuitg dor laiiio 1 ... t;A in 
'/.wot Ufor horgostollt. Dom oltorii nnd niitorn Ufor dor kiiiio von I ;/,• liiw fv onlHproolion boz. dio Linion 
von ilC bis und von —/A'' bis — /A''-|'A'. Dioso Idnioii h'iuiI iilior in dom I'iloiiiontnrpai'ailolo’ 

gramm P mit don Eckon — IK—iW, — iK^, { \ gogonillnnliogondo Soilon nnd 

Tvilgov von Zaldou, dio oinmuiov nivob dom I’oriodioillliHmodiil I'/v' oongnioni oind, und da vou dioHOn 
Linion uur dio oino (dio uutoro) '/,um Parallologramm '/.u rooliuou int, ho outHpriold dor Linio I : A . . (v 
nur oino Linio in 1\ mid dio Ein-ohuloiitigkoil; ist lUioli oliiio .Spiilliuig dor Linio in zvvoi Dfor vor- 
baudon. — Dio JioKioliuug xa — «= — xuu lilsst ovkoniion, diiHH das Itoolitock (At Viorloloboiio 
oin-eindontig ontsprioht, nnd dom iloohtock O-j, dio Viortolobono o.,, w» nnr ivioilor dio Linio von —1 
bis —I '.A in ihvo Ufov 7Ai npa!tou isi. In dov l'’ig«v iHt dim EntHpvoobou dov Uooldooko uml Viovtol- 
obonou duvcli gloiehartigo SoliattouBtriolio augodoutoi. 

Das Jioolitook !?rl'(Arl-Uiri-(/( liildot sioli duroli dio Uozioliuiig aid' dio ganzo ,?-Elw)io 

oin-oindoutig ab, miv filr dio Bogiouziiiig mllsson boHondovo KoHlHOtziiiigoii golrulToii wordoti, wciiii dio 
Ein-oindoutiglioit anfvooht oi’ludton wcrdon Hull, doini dov Stroolco zAviHolion K uml A t /A’' mid dor 'zwi- 

solion /f und A — iK' oinovsoita und dov Klvooko zwiHohon — K und -' A' [•/A''' und A' und — A' — iK' 

andvoi’Hoits outspvoohou bo'/.. dioKolliou Linion, don ovKiou boidou Stvookon dio liiuio vtin t liin 1;A’, don 
lolztou boidon dio Linio von — t liis — 1;A' dors-EIioiio. Dio Klu-Kiudouiigkoit wild liorgOHtollf, wonn 
man dou obovou Stvocicon dio oborcii Ufor, don uiitoroii Stioolcoii dio uiitoron Ufor dioHOr Linion ont- 
spvoobon lilsst. Don Strcokon vou — -A'-l iA' bis l- AYl-Df' und vmi - A- -/A' bis [ /{ — iK' oiilH])viclit 
obonfallB niiv oino Linio, nilmlioh dio Linio h, dio mit dov voollou AoIibo vtm 1 : k bis (\.i nnd dor nogativ 
rooUou AeliBo von 00 bis — l:/c zUBammonfiUU, uml dio uaob dou hiov goltondou Vovstolhingon Ubor dio 
Ebonc als oin Zug anziisohon ist. Da alior dio Idiiio — A'-fiA' ... A’t /A'' guv uiolil zum Pavallolo- 
gramin zn rochnon ist, so tvitt iJlngs I oino SWruiig dov Ein-oiudotiligkoil iiiolif. oiii, gloioliwolil spviolit 
man auoh boi iliv oft von don boidon Uforn, woil niiin olVoiiluiv sioli dom oijoron lilbr von b niliiovt, 
wonu man u nn dio obovo Bogvon'/Auig dov Pavallologvammo lioi'anfllln t, nnd woil sii'.li z dom untovon 
Ufor vou A niiliort, wonn man a dor untovon I{ogroiv/,ung don I’avallologvannnH ’/.uflllivt. Das Elomoutar- 
liarallologramin P ontlwlH nun abor nooh dio Tlioilroctitoiiko S\, Ai,, .s;,, .S’,,. Dio Abliildung dovsolbou 
bat in dor x-Ebono, in wolclior dio liildor dor () aidgotragon wurdon, koinon I’latz mobr. "Wir nonnon 
dio sobou bodoekto Ebono 0 mid nobinon noch oino zivoito x-Eboiio zu llilfo, dio wir mit U bozoiobnen 
wollati, und bildon dio S auf ibv ab. Logon wiv U so untov 0, dass dio Ooonliiialonkronzo '/.usammon- 
faiton, so soli uutor dio Viortolobono f/i, untor (.h> (h, 0.i boIIou \m. U^. Jh, A, liogon. Dio lintorsucluuig 
Ubor das Eutsprochon dor Dobioto und Ufi brauclit niclit non duroligoftllirt zu woi'doii, woil sio mittols 
dor Gloiohung sa2A — u = sa — 2A — w~,m« auf dio frtllioro Unlovsuoliuiig zurllckgoflllirt wordon kanii, 
indcm jodom Punkt in don Iloobtookon A oin Pmikt 2A'— « odor k in don lloobloolcon () ont- 

sprioht, in dom z donsolbcn Worth hat. Liogt a in no liogt ~~n in mid ‘iA'— w in dom Recht- 
ock mit dou Eckon AT, 2K, 2/C — •i/f', A — ilCf, wolohos mit A’l in dov Figuv bozoiehiiot ist. Diosom 



§§ 57-58] (l.-J 

Roclitock ontHi)n(5lit dio Viorlolohono V,, doni Uoclitock ,S’., outHpviclit dio Viortolobono ^ ontsproelion 
1)6*. % K«<dilo(!kou .V ()jitHin(!(!liondou Woitlio vou x bcdockon dio Ebouo U vollstilndig 

luul wiodor ilbomllHuv oiulivoli, wohh hi an din liogrony.un}? in dov x-Ebono an oinzoliion Stollon iu zwoi 
Ufer spaltot. JOh int dloH an (lonHollioii Idtiion Ju'itliig' ala vorliia in dorEbono/;, lUluilioli ai\ don Union 

l...l:Aund— 1... 1 :/h doioii (diofo Ufor lKv/..dou Hticokon /t ... K~iK' \m\ ~K ... ~K~ ill', dorcn 

imtoro 1)0*. don Htrockon /i . . . I( d - iK* niid K . . . — /i -|- tK* ontHiircelion. Dor icollon Achso in V von 

i'.k 1)18 1)18' — 'l!/') "'oltdio liiiiio wir wiodor iiiit /; liozoiohuon, ontHiiroulion dio SUcckou von — 

bis —K hilC und vnn K \ hia 'iK \-i!C nnd vnn ■ !)!« —K~~iK' mid von K—iJi' bis 

ilC—iK', von doiion dio olioi-oii niolil; )iiit zuin lOIoiiioiilnrimmllologTjunni P zu roclmou siud. NiUioi-t 
man Bieh ini Uooldvck .y, odor .y, dor oliorn lloj-'ronzung, ho idlhort woli z dov Linio h von nnlon; wollto 
mo)i dahor dio ()l)oro liogroiizuii^^ von /' mil ztini rai'allolograniin roclinon, so wlirdo dio Ein-oindontig- 
koit ItlugM It uur duroli SiiaKiiUf!; iliOHor Idiiio iu zwoi IKbr anfroolit orliiiUou wovdon kiinnou, wilhvond 
dioH nioht niSlliig iNt, winm mini tdam mir dio oino dor boidon gogonllboi’liogoiidon Hoiton von P zu doin 
Pnraliolognumn Iiinziiroolinol. Iliorzii kmiitiioii abor nocb zwoi vorseliiodoiio Einion dor ?<-EbouQ, dio 
imv oinor Linio iu U oidHiiroc.lion, oh niud dio iiiit ft and fcl- bozoiolmoloii Payailologniimnsoiton, woleho 
boido dor iniaginilroii AcIiho dor Kboiio // oiits]irotilioii, dio wir mil «, iliro UJbr mil «+, bozoiobucu 

wolion. Nun iwl abor « t iiioltl: mil zu /' zu roidiiion, mi (Iuhh also a uur a- ontsiiriolit. Gloiohwohl 
spriolit man auoli liior vim don boidon IJlbrn dor Linioo, woil man sioli in y init « doiu Ufor «‘l- nilbort, 
worn) u an « ' ItorangoCHiiil wird, nnd n \ woiiii u an diiH liCor ic' lioraiigoflllirt wird. 

Jijuv voltHUlndigou AbliiUlmif; floK I'tvruUolograiiiuiOH P iiabou wiv also vAvoi llbov dor s-Ebono 
liogoudo Elillior (f nnd iiblliifv, und ziir vollHtitndigoii lloi'Hloliuiig dor Eiii-oindouligkoit zwisciion don 
liildorn wav uur orfordorlioli, wouigHtoim wouu luau iiuv zwoi zuHanmiouKUmsoiulQ HoUou zum Payallolo- 
gniiinii liinziiroolinol, dio Union zwiKoluni I und 5; A- nnd zwisobou -“I und — in zwoi Ufor zu 
spaUoii. ^iir vdlligoii JCiiKiiiidoiiligkoil von Hild tiiid Drigiual kaiin man golaiigon, wonn man dio boi- 
(ioa WilUor 0 und li zu oiuor Hifmmuii’wliou Elilolio zuHammonlilgl. 

■* ^ 58. Dio ziir Mozioli iiiig .suu>^ z gtdiliiigo iUoniaiin’Holio Elllolio. Wir logon 7/ so 
unlor 0, flaHK dio (!omdiiiivto«kvou'/,o zuHutumonl'allm). Dna nliovo Ufor dov 1/inio von I bis 1 :/f iu 0 lasson 
wir mil doiii uiiloroii lUiir dor Uiiio zwimdioii 1 nnd 1 ;/.• in //ziiHnuniionilioHsoii, Doboiiwiriu dor ?<“Ebono 
(Ibor dio Eiiiio /i' . . . A' i i/v^ vou liuka iiucli roclilH Iiiinvog, wi goiieu wir iu dom Hystom dov boidon 
>Elionon aim <loui olioni lllatto illmr dio idiiio I ... l;A' iiiinvog ins untovo Diatt. Eboiiso vorbinden 
wir das uidoro l/liir dor Miiio I ... 1: A' in (> mil dom oboni dor ontHiiroolioiidou Liiiio iu 77, woboi oiuo 
Duveliaolzmig dos oijum KliiolumuHioH ilnroli dou undovn lilngo dor Linio I , , . 1 : A godacbt vvoydon 
muss. Elibrt man « aim .s'l iiaoli ()i, ho Imwiigl sicii ^ slolig aim (\ nuoh (Ai von obon nnoli union, man 
golaugt aim dom mitovu lUalto iu dim uboro, Uio liiuio vou I biw l:/c pdogt man oiuo Uurelwctzuugs- 
iinio (ICH Hystonm dor boidon Kboiioii, dor Hiomaiiii'Holion Flilobo zn iioniion. Maclit man oinon 
Scliiiitt diirob dio Fldolio, Monkroidtt zur DurolmcIzniigHlinio, ho bictot diusor Scliiiitt daw Aussolion dor 
folgondon Figur: 

Dio Eitiio, au dor dio Dmolmotziuig HtiUt liat, ini iiicht als oino Einio zu donkon, sondorn als 
awoi, woil nio obon zwoi nirb iSiirobdrinKondon Ao»toti nngoii6rt, ftbnlioh wio oin Doppolpunkt oinor 
Curve zwoi vorsoliioduno f’linklo roiirflsontirl, dio vorsoliicdoucH Ciirvcnzwoigon angoliOron. Das Ulum« 
Uclio ZuBivinmoufallon dov lioidou Einion ini ala oin zufttUigcH ivnzuRolion, mid os indstton zwoi I’lmkto, 
dio in ilir niirotntiu fallou, oboimo uIh zwoi gfliizlicli vorHoblodono angcsolion wordon, als zwoi wo anders 
Ubor oinnudor Ucgmido I’lmklo dor Flftolie. Hpriclit man vou uuondlitdi naho boimclibartou Fiinkton dor 
Flftobo, BO moinl iniin stotH solidto, dio durcli oinon stoligon solir kloinon Ziig iin lUllttorsyatom mil 
oiiiandor vorbuiidon wordon kfinnoii, luul nitdil olwa lllicroinandor liogoiulo, dio ja uur durch oinon 
lUngorn llbor dio IhirolmotzuugHlinio ftilironilen Zug vorbundou wordon kflnnon. Ebousowonig abor sInd 
2woi zusaniinonfallojnlo I'lniklo dor Durclmotznngsliiiio lionaolibarl, wouu sio in Linion liogon, die ver- 
soliiodono FltichoudHto mil cinauder vovbindoii. Es wird sicU splUor zoigoo, dass man dioso Liiiio 



aiielt {Icforiiiii'Cii kaiiii, woiiii iiuvn luir ilivo Eiulptinkto foKt.liiilt, nliiui (liuhiiT.li dk', Ui(Mtriiitu'Hi',l)c Elilcko 
wOHOntlicli zu iiixloni, dock wollon ivir (lavoii viniruilig absolioii. 

Elmnso wio dio liliUtoi’ 0 mid U dor hiiiio I ... I :/• voi'lmiidoii wordon, vorbiiidoii wir sio 
liliigH dor Linio— 1 liis - I •./(•, dio oino y.woiio niir«imo(.'Mm;!;Kliiito dor Kiomium’m'.luui Kladw wird. 
Dioso Rioinann’Hckc Fliiclio 7 ] uni nio iiooli oiiiiiiiil zu Inmitliroilion, IiokIcIiI. diinnifMdi aim zwoi lllicr- 
cinaudor Hegoiidon Ebonon odor lililttoi'ii, dio iiifiii aiioli Zwoigo uotiiilj dioso liiingon Ifiiign dor zwoi 

Duvchtiotzmigslinion YOU 1 bin i-.lc mul vou — I bin -I:/! nul. oimuidor zimauimoii, dio, lUilUor mud dovt 

iiiit oiiuindor vonvaclmoii. Jodon Idntl. ini. 'I'riigor dor '/aldon iiiiui c in T iim oinon dor vior 

Punkto +1, —1, —\‘,k liortini zur Aiiraiignliigo ziirdok, ho gold nlloiiiai libnr oino dor boideii 

DuvebftotzuugKiiuiou liinwog, uiid z golaugl. diilior aim oiiiom lilaMo zii doin oidHiirooliondoii I’mdcto dcs 
andorii Blattoa, dnrcli oinon zwoitcn Ihngnng nin donmdbon odor oinon andovn dionor i’mdvlo nbor gc- 
langt z in soiiio AiifiiiigNlngo znrilok. (In dor Eigiir i ilor itngoliiingloii lilliogrii))liiHoli(ui ’ral'ol, in dor 
die rcchto Soito dio Kionuiiiii’Holio k'liiolio dnrHlolIt, Hind dio l4iiiioii iin obonm liliiUo jurngozogoit, im 
nntoron jninctirt.) Man nonni diono I’uuklo doHbat!i Vorzwoigunguimnklo, woil obon idob dio !''lmdHi um 
aio lionnn, gowmaoriiiaMHOii in oiiioin nnondlioh kloinon Holirauliongaiigo, aiui oinoiu Zwoigo in don 
andcrii ibrlKOtzl. Woil dor Wog vnii wonn nian oinon Hidolion zwoiinal iiinIvroiHi, sioh um don I’luikt 
horab mul bovauf windol, «o ist aucb ilor Namo Wiudiini'Hpunkl I'dr oinon indolnm I'nnkl gilng uml 
gilbo. Koin aiidoror I’mikt unscror Eliiolic tlioilt dioso KigoiiHobail, nnd oh but, donninoli inmoio Klilobo '}' 
vior WinditiigH- odor VorzivoigiingNpiuiklo. Dim lOloiiioidarparallolograniiii /' idold. nun zii don I’nnkfcn 
dicBcv FliUdm iti oinor vdlUg oiu-oiudoutigon lUvAloluaig. Doun tlio Sdookon zwinclum K nud 
nnd KwiBolion K mid /i’ — iA', wolobo frllbor in 0 HowobI abi in A' dovnolbon Idnio onlspraobon, dio 
wir diircli Untormdioidung ilircr ilfor gowiHHoriiianHon Hpallotoii, oidHproolioii niiii voi hoIi iodonon Liiiioii 
ill '1\ Zwar falloii dioKO aiudi liior rilimilioli zuKammon, abor dioH iH(, ho zu Hagoii iinr zidfillig. Dio 
oino von ilmon vovbindot zwoi audoro l'’lilolioir/.\voigo ala dio zwoilo, mid too nind obon doidnilb aln 
vOllig vcrKoliiodono Linioii uiirziitaNHOn, nio Hind inir dio Markon Kir don Oil dor Dniididriiigniig vor- 
Hobiodonor FIlloiiciiHtlloko. 

Dio iioidou Diiiiou b in 0 mid d hIohhoii in in don Vov/.svoigiingHpnukton 1;/. nnd 1;/; zii- 
uaiiiinon iind bildon in oinon oitizigon ooiitlniiiiiiolion Ziig. Dio Ibinklo doiHotiion oulHproolioti dor mil 
(J" ill dor Figur bozoiolinoton Hoik) doH I’urallologriiMiinH, zii wololioiii j/l gar iiicid ndl zu roolinon mf. 
Dor Liiiioa, dio im uidorii lUaUo von vorliUiCt, oidHjiriobl dio mil « inv/.oioliinilo Soi(o von dodom 
Pmikto von T ontrtjmolit oiii nnd miv oin Punkt von nnd iiingokolnl. llolnioldot man aliiu' dio gaiizo 
Bogronziiiig von 7' mid Huclit dio ilir oniHjiroolioiKlon liinioii in 'i\ ho nilluHoti wiodor dio boidon Ufor 
von « und h lioraiigozogoii wordon, woil iliium zuHummon dio guuzo llognmzuug vmi /■ oiilHpriold, 

lionaebbavtoii Pumiton in 7' ontHproolion im Allgoinoinon bonaolilnirlo I’nnlUo in Iviogon dio 
lioiiacliimrtoii Piiiilcto alwr aiif ontgegongOHclzIon liibrii dor liiiiion a odor A, ho oiilHproolion iiiiioii in 7’ 
Punkto, doroii ziigoiiOrigo Zaldoii nooli tint oinon I’oriodioilatHtnoilol von oinamlor voiKoliiodoii Hinil, dio an 
gogoiiUbovliogoudoii ParallolograimuKoilon liogim. Dio Fmudion xuu tilunl oirli nlwr lllior tlim UoobUu'k liiii- 
auB utotig forlBctzoii. Filiirt man z. II. ti Ulior dio JHoilo /]'■ von 7’ liiiiwog' in oin Ibirnllolograinin /’oi mil 
don Ecken — !l/7r', ho orli/ill man ivogoii dor i’oiindioitilt von 
sau diesollioii Woi'llio von z duroli Aliliildiing wiodor, aiK dio wololio iliindi dio Aldnldiing von /* orliiil- 
ton wuvdoii. Dio ganzo Flilobo 7’ wird oin zwoiUw Mai orliulUm, Dor Diiiio /!' onlHpriolit in 7’ dio 
Lillie h odor bosBor das Ulbr }& dorHollioii, Dolit n Hlolig (tlior //P, ho golif ^ Hlotig (llior h , Flllirt 
man obonso u stolig llltor dio Liuio «'!• liiuwog in dan Koclilook mit dou Eckon tli iK\ (i/i—iVfi 
6/ir-|-i7ir‘', ili+iK', HO iiildot Bleb aiioli dioHCS iicoldooli wiodor aiii' dio Fliiolio 7 ' iili, doiii lloliorHObroitoii 
von «+ mit u ontBpriclit das UoboiHoiiroitoii voii z llbor a voii «'• naoli n liin. Indotn niaii u aucli 
noob (Ibor dio andorn Soitoii dcH orntoii Parallclogi'aiiinum 7’ in audoro Purullolograuimo Hlotig ftllnt 
mid migloioh z atotig {liidovt, und wcUor llbov dio Koitoii dor iioiioii omigruonloii ParaUelograuiino 
wiodor in nouo Piirallologranimo, und jodcH diiroli z abliildot, ho orliftll niiiii dio ]''l.'iolio T wiodor imd 
wiodor, unoiidllcli oft. Da abor zur KoinitiiiaH dor Fuiiotion sau oin Purallclograiiiiii 7’ gonllgt, bo 



goiiils't (W T '/■" iH'.tl'iii'.lilon. Dnr stwiinmitan ]U)iiiit<liiiig' von 7' out- 

8pvc(sli«» I'ifit"! *’ "••ilK'il alloc mil, : in .7' «:l-, <r , ifV, fr-, woim man Mcli 

in j> mil: n don Soiloii rr I', n iiiilioct, wic Ijihkoii dosliiilti K’oji-oiilllmcliogoiidoii |{o!i'roiixungHHt(l«lcou 
gcgc«ltl)»i'lio^voi«to (K'oc <lo,c l,iiiiou a l> in 7 ' ou(h|»i(',c,1>oii, niul ovcoioiioii ilnvcli diiwo Spaltimg in Ijfor, 
(ta wiodor IOiii-oin(loiili;’,lvoil dor I!o/ioliitti{v zwinolioii /’ mid dor diiroli a b liOKrcmv,lon and dcHlnilh 
jiiir IJiitoi'solioidimK von dor nidiofvvoiiy.lon Kliirlio T mil oiiioin Slrioli, iiIho mil. T iiozoiolitiolon .Fliiclio 
tatoht. Dio Ditiion a uiid b lioionoti QiioimduiiKo von T mid mwdiiuddou olion T in T. Was dio 

Wald dor l!ozoioliiimi;v ilnor lil'or mil. | impolit., no Itallon ndr an doin idltzliolicn Dolimtudi fost, 

lioi ZiolmiiK oinor l.iido itim linko IHdr alti dan posilivo, dan andoro aln das nofijativc iiny.nsolioii, Wir 
dcidcon « von 1 / x sii /v liiiinn dor imiip-inaron vVolmo iin unlorii Miatto }j;ozo;j,'oa, daim liog-ou dio 
poHitivon a: luif dor imnitivon fSnilo vnii n. Din Idiiio u liildol. oinoii oiiizipoii Ztij;’, n'oil dio Dli'lltcr 
von T wio dio r I'lltonn ultt ini Duoiulliidion {•jmuddos.sou ^';odaoid, woislon, Dio lioidon Ulbr aiior liildon 
nun von oiiiaiido.r ;volroiinlo coiitiiinirliolio Zllp'o. Wir tnoHoii dio l.iiiio b aiidi ini iintoni lllatlo auf 
(km posil.ivnn Dior von o, da svo dio ponitiv rrollo Aoliso dio Idnio n im Dnomitiolion Irifn, lj(i;,diiiion, 
«nd ClIliioM /do liiiiKn do.r roi/llon Aoliso im tiiilorn ItliiKo liis ziiiii I’uiikl I;/.-. (In dor Zoi«!imm}>; ist 
ilio Idtiio ('ill \vtiiii'v iinlorliiilb dor roidlon AoIiko darp-osloltl, dor I’olp'oiido olioro ’I'lioil oUvus llljor dor 
rcollcn A(diso, nnr nni tdo ('dr dan Anpo von oiniuidor zu (lonnon.) Din [■./; I'llliron wir l> (otwa in 
ill oiiioiii Ulc'iiioii Ivroisc' ll(■l■nnl) inn <dioro i))ii((, vmi da liiii;,m dor posiliv roolloii Aolwo ins IJiicnd- 
lielio, nml von da liinpn dor nopalivon lotdion Arlmo Win v.mn I’lmki I;/.-, niii doiisollion Imruiii iii« 
uiikro llliid, l!'iii}!,n dor iio":!Ui\'i'ii roolloii Aoloui liin inn Dnondikdio an don I’linkt z.iirllck, wclolior dom 

Anl‘aiiffH|imikl von h mil' di'in no;;nlivoii Dl'oi' von a p'opdiiilliorlii)f;l. Dio lioidon lil'or dor Diiiioii a 

iimi I) liildon uim '/.nnaimnoii (ntioti oiif/.ipon coiilimiirliolion Ziif;-, wololior ids dio lUp'onzniif;' von 7'' aii- 
ziiKiilion isl. Doll oino I'tliola' riiiritoh /.iinnimiioiiliiiiip-oinl noiii, mo iiiiihh iliro liopTOiizmti^: aiis oinom 
Stllrko linslolnni, wtdrlnn' Sidz I'ilr KlilriionntUrko, liio niold lilos olion siiid, I'roiliidi iiiolil. nmkoliriiar ist, 
Rluii (llio.rzou;D nioh jodooli liicr miinidollmr von dor Kinldoliltoit don /aiHuuimimliau}'Os dadiiroli, dass 
7’' (liiioiiidoiili;^ ant' inn l’nnillolo;;ijitoiii oin oiiil'iioli ziiMiiiimioiiliiiiipmidoH Klionoimltlok liozii;;on u'ordoii 
kinni (vinid. § '7). Ann diosor A!ilii!dmi|;' alior aiirli loiolil, dami dio l‘’liio!io 7' soliist droifach 

ziiKaiimioii)iiiii,'!;oiid ini, dann nio aliio jodonmal diiirli zivoi iiiolil zorHlIliikoliiilo (^uorHoliiiitlo in oino 
oini’iitili ’/.tminnnii'iiliiin/pnidi! voiwmniolt wild. Mini iliniko nioli das J'arallolofip'iuinii 7' l)io;jfl)nr und 

vollo duMMollio 'All oiiioiti (lyliiaU'c '/.unatmni'n, indi'iii uiuii dio Hniton {t ' iiud /(I* unoinundor liiogl, und 
liiiHiiiimioiiwnrlinoii liinnl. Dio i.inio ,7 kiiiiii aln Marico liloition I'ilr don Orl dos ZiiMaiiiiiiomvacliisoiiH, 
wio b alii Marko ditnion kami I'ilr di'ii Drt. iiinn'S wolr.lios dio I' lilrlio T' '/,n T sink Ansuininonl'Ugt. 
JOinoiii Hloli|;'(>n Dolmi'('aiij';o lllior (7 iiiil dom (’yliiidor oiilHpriolil oin siilrlior lllior b, Nmi doiikoii wir 
iku Uylinilor, iIohhoii Dmlon dio Diiiioii o nml o l nimi, nirlit lilos l)io;i|liar, nmnlorn anoii ilulmbar, 
mid ki'lUniiion ilm /.nr (liioillaoiio oim's kdipoiUolion Uiipjos AUsainmc.n, no dans dio laniou a und «d- 
ill iiiiu', /( z.iinnmmonriiltmi. Intnpn dionor Dinioii Ium.moii ivir dio lioidmi ICiiiloii ziisaiiimoiifiicHMOii, iiml a 
kann nooli tils Marko tllr dm Urt dionow Vorpanpos dionon, Anf dor Uin;;i)l>ovllilol )0 siml it fl zwoi 
iiklit zornlllrkolmlo (jiiornoliuilio, mid nio /.ornoliuoidoit dio KIdolio in oino oiid'aoit ziiHammoiitiltiigondo. 
liimmi sloli/'im l)olioi|;mi;;o liln r n oiiln|iiiolil oin otioiiHolohor in 7' lllior ft. Donkon wir mis ti b fort, so 
ist din Klilolio 7' an;' dio i tlmvllaoln' dos Udi'iioiiiolinn Itiiifk's fUioralt ninoiudoutii' !!OA«;i;oii, and dor Zu- 
Hiiinmoidiniijc dor oinoii l''iiioiio ini ;:Ioioli di'iti dor amlorti iiaoli i? 2. Ziolton wir mif dor Oliorlliiolio dos 
Kiii^os ninnii niolit '/.msiilokolndm Kllrklii'InsoimiU, don wir luirli liiuirsolinilt nonncn Idlmion, imloin 
wir dki Maoiio y.n Aidunjt aln diuck oiiii'ii I’mikt lu'i^ronzt doukon, don wir zutn Aiiluiift' mid lOudo dos 
Quorsolmittos imirlion, no liildon noiim Di'i'r mill zwoi pmtromito Zllffo. Voriiindot innu dioso (lurch 
oiuoti ’/.woiloii (iiuMsolniill, so kiklon dio Dior dos Awoiton mil doiion dos orslou Aiistunmou oinoii cou- 
timiirlklioii Ztifc, mid dio diiicli dio lioidon SrlniiKo anf{;olroimto Fliiclio lilHst siiili in dor Jfibono auf 
omBdlok iiusliroihm, dosHcii IU-;cr«'it/,ii»K ans I'iiiom imnlimiirliokon '/infito kcstolit, und das also oinfaok 
»UH(iimuouli;(ii};;ond isl, wovaim (olpt, daws anok 7' diiioli jodos I’liar uiolit zorstUckoIndor Quorsohiiitto 
hi oino oiiil'uclm /.iiHiiiiuiioiiJiiUifioiiilo Fliiclio zorlo};t wild, alsn droiraoli sniHutmiicnldliigoad ist. lis ist 

'rili'lilni', rill l.ifnit. I|uii(':i. .1 AiiH. 



dies oin Bate, liei dom wir die Intuition des LesevH oinij-ermaHHen in Ansprinili neliinnu niiissou, >- 
In der Figui- 2 dev Tnlbl sind in dom Pariillelog'riumn /> oiiiigo liiiiion willkllilieli ge/.oiclmot; iind rcelits 
in dor Uiomannschon Flilelio die cntH)n'(ic.lioiiden. (JoneHjtoiidirende I’nnkle tragani ■>l(n(!lie liimlmUiben, 
Es ist jodoch dicsor //cielinmig' oin bostinmitor Weiili von /.• nielit ku .(Irnnile gelegt, die knimnum 
Linion rcelits sind nktht niilior bonmhnot, soiidern dn> Kigur bat nur Kohetnatisc.bon Werlli. Dh int dal'fb- 
gosorgt, dass don Tbcilcn dor gcradon Linio in 'riioilioolibiokon von /■ Idnion in don ibnon onlHproelioii- 
don Yicrteloboneu '/.ngoudoson siiid, und dasn die Winkol ungoCabr riiddig \viodo.rgog<d)on niini. 

Mittcls dor Forniol X) des § bb kmm man din Wortlio von lilr 'A', !. H(' und oiiiigo andevo 
loiebt bis auf’s Voi'Koiidion boreolinoii. Ellr roollo /c I nnd oin <liun onln|n(udu!ndos roi'.lloa v int iiudi 
das Vor/oiolion ana don augostolllon liolnioliliingon loiold. Iiontiinnibar, Wild dor roollo 'I'lioil dor 
Quadratwurzoln positiv gonommoii, so lint man 

rilr « -i/t, !/A', !, A I- .'A I /A'. 

/ i I \ i/i-' 1 //. /A' 

“"i/i-i-/.-'’ i/A' \/k’ y ’ V A • 


§ bb. Winkoltrouo Abbildiiiig don l{.ooblo(dui und ilor Kllipso ant' don Kroi.!. Das 
Ucelitock »»it den Kokon A, A, A+ZA', — A | /A' wird dincli dio l!ozi(diuii;'; auf 

die HalbeiioiuHA -fZ/i in don kloiimtou Tlioilon illinlioli abgoliibiol. Dio Winkollvoiio isl uorgoliidam in 

don Eckon, woielio don I’unkton - I, I- 1, I :A, - t :A dor ; Kliono onisproobon. Doi t ist xu'ii. . iuuitku 

==• Null. Hotraebton wir dio I'ieko A, so itd .s'«i/. ^ ■.svi(A I-h K) A) oino gorudo 

Function von u-— A, und os kaini doHliiilli - I in dio lioibo, 

z — I • v w/, (« A)'* r n.> 0 ( A)' I 0:1(0 A')" I ... 

ontwickolt wordoii. Boliroibt man rr'* lilr -I, (ir'k Cilr « A, no ini lilr mdir kloino 11 A' iiabe/u 

(j- •l):(n A)" ; /•«"': p'te' '■'■/'• ■ ■ Uonnl. 

und folgiieb wiiclist / uin 2i/) wmni (/> nm f wiiolinl. hiiul'on diilior in 11 A /.woi 1 union nnlor dent 
gogoiiHoiligcn Winkol f oin, no binl’oii iiiro liiliior in ilor .••■Kboiio in don rnnkt I nnlor doni gogoii- 
soitigon Winkol ‘If oin, uud dom rooldoii Winkol dor llogronv.iiiig dor. l!(',eldoekM lioi l( oidnpi'iolit dor 
goatrockto dor Bogronzuiig boi I in dor c-Kbono. 7 \olmiieli int on mil don llliri;!;on I''.o,kon. Dor 1‘inikt 
u = iK' oiilnpricbt dom IMinkto i =-■ 'x;, und on kiiiin doinnaoli iinob in ibin von Aoliidiobkoil oigoiitlicli 
niebt dio llodo noin. Niinmt nmn iibor (win dion aiiC dor Kngol do.r I'idI mnn wUnlo) an, dann y.wei 
gorado Idnion mob im llnomlliobon nnlor deniKoibon Winkol Kobnoidon, wio in ibroin iin Kiidliolion 
liegondou Bebnittpimktc, so wird <iort dio Winkollroiio nidVoolil orbalton. Dio ilnlbobono b'lHst sieli 
nun bckanntlicli durob rooiproko radii voetoron, d. li. dnreli iinoaro Alibibliin;'; voriioliiodoiitlieli aid' diiH 
Innoro eincs Kroisos abbildon, und no kaim man, wio llorr II. A. Bobwar/. boniorkt bat, dan Imioro dcs 
lloclitcoks conform auf das Innoro don Kroiiiott abbildon, wonn nur in don I'io.koii dio, Winkoltrouo uuf- 
gegoben wird. Boll dor Mittoipnnkt ,',/A' don ItoeblookM, almi dor I’nnkt r = '/:|/A dor llalboliouo, 
dom Mittolpunkto dos KroisoH onlsproebon, so bildo man dio .•■li'diono dnroli dio llozioliung 

^ (/— z^/a) : (/ -I - z \/ A) , z ■ = /(I - ■•/;) ; i/a( I I ■ L.) 

ab, so bildot sich duroli dio Uolation 

5 ~ (/— 1 / /cMu ) : (/ I- l/A.vut() = ^ (/W,„ («)-- ('K I («)) : (/ W,,, («) j • , («)) 


das Innoro des llcehtcckH auf don Einlioilskroin dor /;-FJ 10110 ab. Dor Eoko A o.nlnpriobt dor l’unktS'== 

f ~ 1-1-1 lUiolitook mit don Boiton 'IK, A'' willkllrlieb vorgogcliou, ho muss 

man es orst auf oin almlicboH abliibion, woil IC K in dom AbliiingigkoilHvorbnllniHso 'IK- zt (•)<■) Htolion, 
wenu nmn sich zair Abbildung dos licolitockH auf don KroiH dor olliplisoliou Function sau bodioiioii 
will. Eino solcbo Zwisohoualibildung abor iHt niebt niitbig, wonn man ziir Abbildmig don Ausdruok in 
don Thotafunctionon wilblt, odor .v«« durcli dio Function .V(t<) doH tj -\‘i ormilzt. Einor lioKondors olc- 
ganton Bobandlung ist das Quadrat fiiliig, wololio wir an spiltoror Blollo golion. 
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Hen* BeJiwarz giebt in CvcIUi’m Jennnil W. 70 niieli iiocli die Abblldung* dcr EllipHO auf don 
Krois durch die 

s -- sa (irciiinn . 

01 

DiiroIdjinCt u eino .I0lli|nu) mil don Ib’onnpunki.ou -j l, nnd don Wolieitolii :\:ay±ib^ ho durobliiuft z oinen 
KvoiH, dor urn Null mil d(nn HadiuK \:\//{ vm H(‘.lila^*en iut, wonn :(a {-'OBotzl Avird* 

§ (>{). Vorhinr d(n' Hiiiud.lonon caUy dau i'llr ponitiv roollo k und q kloinor uIk ICiuH* 
])io Buiinno dor Ar^uinoiil.o, Hir \V(doli(^ r.ttu dtuinolben W(n'tli anniinmt, ini in oinoiii aim den roriodon 
470 'ZH \ dorHolbon ’t,‘<d)ildoion Eloinontai’panillolo^Ta.ium iiiioh dioHon Horiodon oongniont 0, woil 
die Funoiioii in den '/wad Ibinkton ii(' und Zl{ \ ii(' iiueiidlioh wdnL Ann dioHiMu (:{nnulo kami 

caUi waniu u '/wdncdion und A' k(dnon Wortli '/woinial anmdnnoiij und immH doHliall) von 1 bis 0 

foi’twdlnend alnioliinnn, wamn u von 0 bin l< wac.lmi; Zwimdum K und ZK niinmt sio auH gdciohom 

Gninilo |■(n'l.^villll■en<l ab, liiw Hie> lad 2 A' dmi AVerlb I orrendii. Dan Vorluillon zwdHobon — 2 K und 0 

wird dnndi die (ibdidiun^;’ - IjOHliinint, und dan wadloro VorluilUm Ulr reollo w dundi die 

Periodudlai. Bltdil: man di(^ Ourvo iunr in nadilwdnkli^'on (Joordinaien dai\ ho illniclt nic dor (kminuH- 
linio 1/ cos{:}r,viZ J\) Holir, mil dm* <lie liuelmlon und tndHion Ibiukto, und die BidiniUpunkte mil 
dor A.I>s(dHHona<dna^ (.►^oirndn bai^ nnd niit dor sio '/U{.;'loi(di ilbor und unior dor AbscdHSonacliso lio^d, 
WfLlirmul aher die (]osinnHlini('. mil d(U Sinimlinio wa'j^'on dor Ibdalion (UK'i{jTx:Z h') sin(ji{x-\- 
duroli oino Vm‘S(diiid)un[»’ vmv Dmdcnn^;’ !;'obnudil wau*don kann, ist oin (•’Ududios Vorhallon ilor Linion 
li ■ en x nioJil v(n’banden, wadi .va(.i: | /r) iiiold p,'l(d(di eaxy soiuban {^loioli cax\(Uix ink — 
Kill' iinnpdniiia^ // /udtudion 0 und /A' isl ctni positiv roidl, wadi can auT diimoni Wogo koiiuni AVorth 
zwoimal ainndinion kann, und I’llr ' ^0 dtm Win’lli 1 lial, I’dr abor nnondlioh {j;roHH ward und 

/wisolioii /r 0 nnd a /A' ilir /adolion niolit waio.lnadt, dmin iliro Nnilpunkto sind A"^ und i\A\ 

l)io iSniniiK^ den* Ar;’;nmmife, fill* waibdio dan douHolInni Worth in oiiimu aim iliron Klcinontiir** 
])onodoii MJ\' |••obildot(m Harnlhdo-aainm anniinmt, isl (Mm^'ruont Null. Duslial!) kann dan filr roollo 
u /wimdimi 0 nnd A ludium W’mih /woinml amudnnon nnd oh lio;^on (bmlnill) die Worllio von yavisidion 
i::: :wA/l) uiul // /A/ A'. I'dxmHo kaiiu dim y.wisobmj a A' nnd n - - ZK ludnon Worth zwcinuil an- 
ludinion, nimml doslialb in diesoni Int(n‘vallo von // Ida 1 yu. ZwiHohon uiul ihr 

Vorliallmi ilunli die (Ihritdinn;;* da // dauy nnd Tllr wadloro roollo Worlho isl os duroli die roriodi- 
(dtfii liosiinind. Man mkmnii so, datis dan IHr rollo u Htoln positiv ist, wamn A‘‘ ismitlv und -k 1 iat. 
Dio Ourve q ■■ dax in { Jarti'sianisolion (kinnliiuilmi ahnolt an Hoslali dor Idnio y^--^caxy sio ist oino 
Wollonliuio, (Imam lidt-lmto niul titdklo riinkti^ /u d(ms(dhon AbH(dsson wio lad jonor [>'oliurmu .Dio Wollon- 
l)or{,';o nnd Wollmitliiilor sind abor vt(d flaclior lad dor (Jurvo y dax als boi dm'f/: und lialton 

siidi innnor /wistdimi dor Linii^ : I und // //. • I' Hr ridn innif^inflro n ywds(dion i) und ih* ml 
dau positiv rcmll und nimmt alio Worlbe ywisolion 1 nnd p v oinnial und nnr oinnial an. 

Ibldoii w'ir das IHaddook mil don Hokou n, A', ik' dnndi dio (lUdidinni; z- -ca// in die z-Kbone 

al), HO l)il(l(d Hi(di di(‘. S(dt(^ t)..A auf dio Idiiio l..tl dor z-Kliono ah. Hotzt man w A'd- 

HO ist ran - raU \ iid' /dsain" \ dain" n(‘;;iaiv imaj^indr. Dunddduft a dio Hoitii A^ . 7i' k /A'k 
HO dundiliiuK z die no;»:aliv ima^iniiro Aidmo von tt bis /A';/* obno uinyukoliron. Durohliuift u dio 
Linio von 0 bis /AA so dur<*ld;inl‘l z di(^ positiv nadto Aobso von ! bis -'v. Het'/l man u-- ih^ 

7;, HO ist a 7 //A ''1 // idan*\lcsau\ (m ist (labor can auf dor Stiamko Ui\xlK'+K no{i'‘ativ 

iuiaginilr, nnd nimml von bis ’ ab. //.v hlldct air.h das Urck/cclc (A dnreh die (ilciohunq 

z^cau an/' die i'icricirhcfic xA. ilic van dec pasiiiv rrcUcu und dec ncytd'w Inuujindcen Arhse iicoccnzl isl, 
Hildon wir dassidlio Hmddmdc dnndi dio (Jl(didinn^< z>--^d(iu in dor ;r-Kbouo all, so durcldiUift 
z dio jiositiv reollo Aelum von 1 liis A', wonn u Ilbor dio Suite von 0 liis IC f^a^flllirt wird. IJowogt 
sieh u tlhcr dio Soiio o../A'k ho diindibLult z- dan dio positiv laudto Aidmo von 1 liis fv, Aim dor 
Gloudmng rfr/ A d U*\dain** urgiobt Hioh, dass dio Soitc AL . yr-k/A'' (lor laudlon Acbse dor z-Ebono 

voa k* bis o ontspriobt, nnd aim dor (lloiolning daiK* \ n* — lsa}d\cnid Iblgt, dUHS dio bcito 



08 


[§§ 60— G1 


Hi' Mi' -Y K (lov negativ imaginJlvon AcIiho von oo biw 0 ontHpricht. /Mm /(imhtcok 0, [{^ li-\~iK' 
Hi' entsprichl ilaher die Vm'lclebcne, welche von der posUiv reolltm and neijativ imoymUren Achsc be- 
gmizt is(, 

Jotlov Piinkt (lor t<-EI)ono hlHst Bioli wogon dor Poriodicitilt iind dimdi dio (irloioliung'on VI bis 
XVI dofl § 55 in oindoutigo Howohiuig zn oinoin I’unkto doH oboii liotriKilitoton Uoc.litooIvH sotzon, Aus 
dioHom Gvuiido gonllgt os, boi VorzoichoubcHtiniinungon dio Wortligpliioto zu koiinoii, in doiicn cau^ dan 
sioli bowogon, wonn os in doin Roolitotsk (^i liogl. 


Ill (;//') 


§ 61. Ein ScblioHHungHprobloin. Wir klinium an dioHOr Ktollo hIh Amvondnng dor ollip- 
tisclion Eiuwtiou dio Liisung oinos I’roblonm ciuHolnilton, wololum IVlIlior von Ponoolot nnd Mtoinor bo- 
bandolt wordon ist, uiul dosson Znnaninionliaug init dom AdditiouHllioorom (btr ollipliHc.hon Eimc.tionon 
Jacobi boinorkt hat. (Jacioln, gOHainnadto Worko H. I, j)ag. 270). 

Dio Gloiclning cat — cmicav-Ysaumvdul hat vior woKontliidi voriiohiodono Wnrzoln, woiin » 
als unbokannt godaeht wird. liiro roolito Soito f{v) ist in n oitu! doppolt poriodiHidui h'uiKdion mil; don 
Poriodon Mi and 4///' sio wird fllr dio vior Worlho Hi', 2/r | i/r‘', 'MU', MU' ]■ Vi, doron Huninio oon- 
gruont Null ist, unondlicli gross, und wird also aiio.ii viorinal gloiitii mil. Dio (iloioliinig VII) dos §51) 
lolirt, (lass sio fllr v==m-|-/ nnd ti^?< — l bofriodigt wird. Dio lioidon andorn Wiivzoln alior sind v = 
2/i-h2i/i'—(u±l), wio man daraus orkoniit, dass cuv dio Porioilo Vi l ’2i/i' bat, und (lass 

m(2/i;'-l-2/A''--(K;|;/)) .»t(Vi (« |;0) .V«(«:|;/) 

ist, Sind nun m und t roollo Griisson, ho giobt os nur zwoi rocillo Wurzolii dioH(U‘ (Ibucbung, nilmlioli n = 
mKln = M — l. DioBO lotztoron koiunion lioi dom jotzt zn lioliandolndon Proldoiii alloiu in IJotraolit. 

Dio Oontralo zwoior oxitontrisobor Kroiso, von d(moii 
der eino im Innorn dos andorn liogl, balm dio Dllngo «. Dor 
Mittolpunkt dos grosson Kroisos (it) soi Ooordiuatonanlang, 
dor Mittolpunkt (los kloinoron KroiHOs (r) bubo dio AbsciKHO 
— a, dio Ordinate 0. Auf dom KroiNO (It) wordo oin Punlct 
m angonoinmon, doBson ItadiuHVO(!tor mit dor poHitivon Ab- 
solssonaebflo don Winkol iip oiimolilioHHt. Von dioHoin Punkto 
ziobon wir in dor Riebtung dor waciiHondou Winkol oino 
Tangonto an don kloinoron .Kroin (?•), dor {/t) im Punkto 
trilTt. Dor Winkol, don dor Itadiimvootor It diosos Piinlctos 
mit dor positivon AbBcifisenacliRO oinscblioHst, soi 2f/),. Von 
»!, ziobon wir dio Tangonto an (r), dor lladiuHvoctor 
dos Pnnktos wj auf (A) bildot mit dor AbBoiBsonaolmo don 
Winkol ^(pi. So ziobon wir woltor dio Linion . . , mit don zugobiirigon Winkoln Vp.„ irpi . . 

J'angonton und So(:anton an (r) und (A). Das Loth vein (loordinatonanfang auf >h?«i Hoi /i, auf 

OT 3?»4 . , . soion dio LotbO boz. p^, p^ . , .j dann 1st dor Winkol, don mit dor poHitivon Ab- 
sclssenaobBO oinflchliosat, (Pfrl-'Pfi-i-ii Lilngo do« Lotbos abor ist Ilcos{(Pn i r—f/’»), wio man 
aus dor Figur sogloich orkonnt, woil Winkol {p, ll)^(p-Y(pr-~'^(p‘=^(pi~'P iHt. Hotzt man in dio in 
dor sogonannton Nornialform godaobton Gloioliung dor Goradon »i,, i, dio t’oordinaton doH Mittol- 
punktos von (r) oin, so findot man woitor 

(A.) a cos j) -I- Pfi = r = a cos .p i) -|~ Jl cos {(pn — (p^^.y |) 

^ — d)$in<PnSinfpnj^.^, 

Ls boBohrlinkt dio Allgomoinhoit nioht, wonu tp positiv angononiraon wird. Nun wordo gosotzt 

(B.) ~ = cat, salrjMi^ZZjl 

R-\-a m-a ^ » 

worin /c' und /f rooll und kloinor als 1 sind, so dass os oin zugobbrigos q giobt. Wir witlilon t positiv 
und kloinor als /i!; so ist t durcli dio Gloiohungon (B.) vollstftndig bostimmt, woil dio Function dai in 
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oiuoni ,Klonioiitiir|mrall()l<*}!;rainm jodoii Wortli nur Tllr «\voi Wcitlio v<m t aiiiiiiuHit, <loron Summo con- 
gniont Null M. Woitov hoIzimi wir 

(( !.) xin (/)„ =--=:> xti. it,„ cos <j>„ —• cau„. 

Duvcii dioKO boidoH iul; n„, woiiii iinr ro«ll(‘. Wortlu! 7,u;!;olaKHOu werdon, bis auf oin Multi- 

plum von 4 A' boHliiimit. Dividinm wir (A.) dundi It ■[■a uiul Hotzon danu dio obon gofundonon Aus- 
drtloko in don oiliiilimdion b’uuc.liouoii dor (Jloicliiingou (il.) nnd (0.) in don Quotionton oiii, so crluiltou wir 

(D.) ^ r.osip^, (■i>x<i>i,.,,.\ !■ , lui. I caUf, , 

und OH int ■ ■ II/, 1^'" f'OHung ii/,.\.\ -' -ii/, t (dio zuni Punkto | fllliroii wtlrdo, konnnt 

nifilit in Hotraolit, wonn wir loHlMotzon, (Iuhh wauliHondoii </> auoli wJudiHoiido u ontHprocilion Hollon. Dor 
Natur dor TangoulonootiHlrnc.tioii nar.b iwl, i/), HlotH kloinor alH jr, doin ontHprochond kirnnon wir 

« jxi HO boHliiniiioii, duHH iii, .\ \ ii/,-- .'ifi’ wiril. lut iii'lnilic.li vji, « === «'-|- 2W(’, sin(p = suu 

woV zwincdiou d uiid t lit'gt, und wilolml </> idolig \im oiuo (SriiHHo "■■•jr, ko wilclint auoli u Htotig uui 
oino (IrllHHO '‘ 2 A, woil witulor | .jr) .v(j(h |-2/i ) ini. Idogl, nun if/, zwiHolion vm und 

und u/i. zwimdion 2 j’A' und 2(r | l)A', ko liogl. (/',,.(.[ onlwodor in doniHollmn lutorvallo njr . .. 
und ’/ugloiidi .[.i in doni Inlorvallo von 2?'A' bin 2(3> |1 )a; odor oh liogt in doni Intorvallo von 

O'H (i'-l -2) jr, 1111(1 y.iigloioli in doin lutorvallo 2(i- |- !) A' ... 2 (j' |-2) A', woil in dioaon Intor- 

vallon dio Vor/.oiobon von sintf/, ].| und xau/,.^.^ Ilboroiimliiuiuon. Hind doinniioli dio Winkol <p, ipi, tpi, 

f/),, .. . boz. kloinor ala ><.n, i\.!r, . . . nnd "'riiaaor ala (a (?»,•••- l)jr, . ... Wo dio Vi, 

Vi, 3’;i, . ■ • ganzo poinlivo niolit abnolnnondo Zalilon Hind, ho aind auoli n, u,, iii, v^, . . . lIvoHHon, dio 

lioz. kloinor aln 2rA', 23’, A’, ’Ir.li, . . . nnd griiwior ala 2(3' l)A; 2(j’,— l)A’, 2(?’.i — 1) A’, . . . Hind, und 

wonu dor Funkl m„ aiir m i'iUll, wonn dio 'rangoulomblgo oin don kloiiion Kroia A-mal lungobondcH go- 
aoliloHHOnoH Viclook liildol, an inunn (/■„ • - A.’r I- v, ri,, ' > 2 / 3 A' |•3{ Hoin. Nun iat !<i=:3i-|-/, = ?«|-|-< — 

«-|"2/ . . 33,1 33 1 - 33 /, nnd dio Ilodingniig i'llr duH (losoliloHaonaoin iat dcalialb 

’ 2 / 3 /.’ . 2/3 A' 


(/>» 


Ip ' if:n\ //„ ’ sau( ■ = 0 , / • 


sal 


n ' n 

UicmuH iKM Vnr^ iIsish ihw odor duH 'Nicditf^omdiloHKOUHoin von dor Walil 

dos PiuiklOH m inuililiduKi/^’ int. (PonooUd.) 


^ iVJt, Drdolvt iiiun saul initlidM don AdditiouHtbo(M*oiuos durcli sat muh und oiHOtzt 

lotetoro (IriiHHO niitlola {//) duicb J{, r und u, ao orliiill man lllr oiu gogobonoa n dio llodiugung doa 
BolilioHKOUH. Da t • , A' aoin anil, ho koiiinion von don voraoliiodonon Wurzoln diOHor (Hoioliiiiig, dio 
i“‘2A':M, 4 A': 33 , 2 (33 1 )A ‘:33 oiilaproidion, wonn »i ungorado ial, nur 1(33 -1), i'llr goiwlo 33 nur - 1 (? 3 “ 2 ) 

in ilotraolit, wololio don voracltiodonon Anznbloii dor llnigilngo doH Violookn uin ( 3 ’) ontHpvcchon. I'llr 
wilro dio Korniol KU) doa tj .''16 zn bonulzou. Man kaiiii zn oiiior (lloioliuiig fllr .w 3 ( 2 A':;i} abor 
auoli auf folgoiido Woiao golangon, dio bo(|uonior iat. Kh iat (niioli doin iVdditionathoorom) 
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fl 


2 


2 A 
w . 


(la 



\--k'isa^ 


U' 

a' 


2 ;’ A'- « , ((/M■ 33 )l‘•- 3 ’*)'‘ 4 rti; 

A | 33’/M -33 ’ ^ (/M-3i) ' (/M-33)2 - r2 

(/M- 3 /)' 43 iA(/M- 3 /)'':-t- 43 »-Vi* „ . ((A'* 332 ) 2 .p 4 aj-a/i) 

(/M-a)' ■' (/M-<t)‘ 

23 ’(/M-a) (A*-- 33 ’ 2 ) -^v {It I ay {{It- [- 33 )'! - • 4 a It) -|- 4 ur^t — (A -I- a^ (A‘-- <i)^ -h 4 ^ 

{m- 3i2)2 - 23-(/M-3t) (/;2— -332) • |- 3-'2(A H<3)'' — r*(A-|-3t)2 — 4tf3’2A =* 

/,>2 n'i »... f< (A*. 1-33) e=> d: 2’(A — <t)- 

Nimmt man diw Mimw-Zoiolicui, mi folgt /i'^— 3 / 2 === 2 3-33 odor A 2 == 33 («.|- 3 ‘), wna goomotnaeii mom 01 - 
fllllbar iat. Nimmt man dua I'luH-Zoiclion, an orbillt man dio Jlcdinguug 



70 


[§§ 62-63 


Fllr /< = 1, m = G liat man 


2s«-,-rf«2 ,, ■ 

t) i) 




1— ■ u-=((ft2 --rt‘-i)2. 

fJ 


•/'■'(/•■ 


2 (IP — «!) (7? — a) l/(/i'-(-«)2— /-i rrr: 2(/(:'^— «*■!) \/(/P ■ (p'p ■ ■ (A - «)'■! : ( /p • |, 6 arVA 

Hioraus folgt (lurch Quadratur (Fuhb) 

— :■) (IP -- «»)••* • I • -1 (fls «'^) r^(/P~\-iP) 1 - 1 i) rt'O -' /P ^ 0 . 

WolUo man h—2 fiotzoii, m> wlirdo das .SccliHHcit in z\v(ii illKiroiimntlnr liogimtUi Droicudco /.crl'allon. 

Daa Eosultat ?<i ==:m-|- 7 liiHHt nich aticli nncli aiidoi'H (UmUm. I, at A- uiid iwl sal sin f gcgohon, 
KO bodoutot (law zwoi Boziotiungnii '/.wiaclum //, r und a, uiul (w kann u nocli bc.licliig n'ogolinu wordoii 
sau~sin<p. Da nun (/(j Hich aiiH (p und i/) dur(ili g«oiuolri»(dm ('mmlriKttioii crgiolil, ho ial sau~\-i gco- 
motrisoh couHtruirl, niid man kann vmi gocmolriHclior (hmHlnmtinn dim AdditimiHtlKMiromH rcdon. 


VorlauC doi’ oIliptiKclion Functionoii Cllr oin iiogulivoH »/, lut. /A’'' /A" |- 


. iK"-\-K “••'/rA'" . jf/t’" . »/('" I A" 

q^.e A, A A ^ I A 

Urn cluB GedlichtnisB dafflr, dnHH q hior ucgaliv ial, -/.u iinlorHlIlUcii, inng 
Aus don Gloiolumgcn 



II li' 

K 

(v) j-d'Hidv.t 


K, H(l ist 


wordon. 


k* 5ji ( 1 . J 4 ( ] . | , .H) 1 ; 1 ) 1 

folgt, Aim k* rooll mid gniHHOv rIh Kins, und ditHw k roin imugiuHr int. Flir (v) - - l) mi // ‘ ^1, /r — 0; 
iiilhort Bioli (fj) dor Einn, ho wird A' pomliv unon(lli(‘Ji, A wird poniliv iniagiuHr nmnidli(!li, und wird 
ncgativ rooll imoiidliolu Durclilduft (//) alio Zulilou von (» liiH J, ho durolilanfi /*"«* aWis lu^gativ roollou 
Wovtho von 0 IiIh — oc;, und zAviir ohno unizukohvon, win <lor Aiildiok dor l?roduoldarHlollung loln-t, 
wonuiH folgt, (laHtt (llr jodoH nogntiv roollo A" odor ndn poHiliv iuiagiiiilro k oin und nur oin nogniiv 
roolloH : — (^) oxiHtirt Kllr nogniiv inntginilro k IhI: A- ohonfullH nogaliv roidl, and orgiokt Hioli 

Kir :l;/A dawHolbo (/, nur nuiHH \/(j (i — /)|/(//) ; [/2, |/// - ^ i\/{q) goHol/t uMU’don, Ditmor Fall flllivt 

nioht uuf wOHontlioh Nouoh, wir wollon doHlnilh liior A uIh jiositiv iniaginilr vnruuHHoi/on. 

Dio Functionoii 6>(«), ^A)|(») Hind fl)r roollo u rooll, (in](:n) nnd 6^||(«) nind Frodnoto uhh roollou 
GrliBHon in don FantorFFA 6(n) und wind niioli fllr roin iinaginfiro // nsollo tiruMHOn, Whi(w) 

alior iftt oin Proiluot oinor roollou GruHHo in don Factor l |w’, und oin ohonKololnm in don l^^aolor 
1. Damit lilHHt nioli dor Yorlauf von oaw, dnu fllr roin roollo uinl roin iniaginilro 

Rtudirom 


Dio Function fllr roollo « nur roollo Worilio, dor ini /.ilhlor und 

ler vorhandoiiG factor (1H-?) liobt nioh lort Dio (Jurvo ij* gbdolit iiu I*'allo oinoH nogalivon 
«oforn dor ini § 57 flir oin ]a)HitivcH q boHfdiriobonon, uIh nio olKinfallH oino Widlonlinio darntollt, 
grdsflto und kloinsto Ordinaton -[• 1 Hind, uml dioHO Wcrllio hiuvoIiI, ala amdi dio Worlho 0 fdr 
Wortbo von x aiininimt uIh jcno, Hofoni Ii daHKolbo ini. Auoh tlioilt Hio init jonor Curve dio 
[;, daHS sio von bin fortwdhrond uiiHloigt, von Imh x— i/i fortwkhrond 

j abniramt, und oh nimmt in doin IiUorvallo von 0 hiH /t mu koinon Worth zwidniul an, aus 

Grllndon alfi im § 57* Fllr roin imaginilro poHilivo u zwinohon () und /Vf" int sau obonfallH ponitiv 

1 ' und wiloliftt fortwahrend, Es int abor 

^ sa A) ca iff * : (hi iff* ~ 1 j k, 

oino pofiitiv imaginilro GrOcRO int, ZwiHchou 0 mid — iff** iHt m 7 i ncgativ iinaginilr und ninimt 
Worth zvvisclion 0 und 1;A oinnial und nur oinmal an. Jloin imagimiro Wortho uuHHOrlmll) dioBOfl 
llos sohliosson wir vorHluflg von dor Uotraohtuiig auB* 

)io Function ^ 0oi ^loOO* 0 jo®qi(w) int fllr roollo 2 ^ rooll und niinnifc von 1 bin 0 unaufhdr- 

*^ 0 nn u von 0 bis ff wdehat, WllcliRt u von ff biB ‘i/f, ho ninnnt cau woitor al> bis zii 
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li'dr uos'iitivo u crft'iobt: Midi (lev Vc.rlimr von cmu huh dor {ilouibun^- ca — u~cati, und auasorlialb dcs 
IiitervailoH von --'i/i’ liiw zu 2/t' mm dor rcriodioitilt. Dio Oiirvo ,// = ctf.r fUr oiii iiogativea q .'ilmelt 
dor woUilm wir ini Od I'flr luii |MmilivoH IjOHoliriobon liabon, niit dor mo, wonn K boidoinal dasBolbe 
ist *in iliron lioolmton, tiol'»(oii iind don Nullpunkton llboroiiiHtinnut. I'Mlr huaginilro u zwiHcbon —iK" 
und -VUi" iw'' po^'div riioll, dor Fuotor (I |-() liobt mtdi ini Ziihlor mid Nonnor fort. Da 

iut ih'" - - <:n (/ A ' — A’) t -- k'm /A"' : (Id Hi' ilc ‘ : k 

iKt vvololio tlroHHO pimiliv rcoll und groHHor uIh Kiim int, ho durcliiiluft cdu dio Wortho von I bia ik'-.kt 

•wonn K von 0 liis /A" wilolmt, iiiid diotiollion Wortlio nooli oininal, wonn u von 0 liiH —iff" abniinmt. 

Dio l''unol;ion ^ «,)i WO/): Wf’Au('0 fUr rcollo «, aio bat (Hr ?/==() don Worth 1 luul 

wilolmt biH zu A', wonn u von (» bin A' zmiiiiiiiit. Wilolmt n woitor Ihh '2h', ho niinint duu wiedor Ibrt- 
wUlirond Itm zu doin Wortlio 1 ab, und (Hr woitoro roollo Wortlio von u boKtimnit Hiob ddu dadurcb, 
diiHH duu dio I’oriodoitA' bat. Dio Durvo ;/ wA/o: niitornoboidot mob von dor iin § (it) fllr oin positives 
// und dioKollui Fiinc.lioii bosoliriobonon diidurob, dium hki gowinsoriuaHHon oinou ontgogongosotzton Vor- 
laiif liat, iiidom ibro Drdiiiaton da zunoiiuiou, wo dio Jonor Ourvo abuobiuoii und uingokolirt. 

Kllr mill iuiaginaro // iut dan rooll. Da (luiff" (ld{iff‘ — k‘ \dtiiff' — y) ist, so nimint 
duu voii 1 Ilia « ail, wonn u von (l bin Iff" wilolmt. Wilolmt n bin zu %ff‘\ so wird zulotzt 

da tiff" ■■ ■ da {tiff" ■ tff) ■ ^ da 2/ A"' — da t) — 1 , 

dio Funotioii nimint dulior liin i ab. Fllr nogiitiv imii,ginilro n zwirndioii (> und— -•i/A^' orgobon Bieb 
dio Wortlio aim dor Cloioliniig da -a-^da.a, und woitor mm dor I'oriodioitilt. 

Dio Motbodo, diono Siilzo strong zu orwomoii, ihI diosolbo als dio iiii t? b? angovvandto, wealialb 
sio niolit wioilorliolt zu wordon lirauolif. 


IM. Dio ilioinanii’tiobo Flilobo fllr oinon iiogutivoii AVortb von k'K Bildou wir das 
Uoolitook 0, A', A |•/A"^ iff', iff" durob dio (iloiolimig z‘--mu aul dio z-Fboiio all, ho wisHon wir 
solion, dasH dor Band o.. A nioli mif dio Htro-oko 0 . . . 1, dor Baud iK . . iff" Hioli auf dio Strocko 
(I . . . -1 :/.■ alibildol. Dm dan Bild don llbrigon BooblookrandoH zu (indon, sotzoii wir zuornt ?< A'-|-«V' 
und luHHon a" von it liin ff" waobtmn. Daiiii iut ita ff-\-ia"-~-r.nin"itl<tiu" poidtiv rcoll. Fllr u" — K"- 
wird dor Aimdriiok nnondlioli (',roiiH. I'.h durolililuft domiiuob z dio roollo Aolmo voii I IiIh / vi, und /.war 
iinnior in dormdimn Kiolitung, wonn a vmi A' liia iff' goradlinig litui't, Durclmcbroitot u don liand 
von iff" liin iff', no hoIzoii wir a (A'"'|-/d nnd litHHon a' 
von 0 liin ff wiiidmou. So int 
z -• .s'/<(i/' 1 iff") ‘ ’ .w.(/A’' I ■ n' ff) • ■ ■ 

dan' \k mu' 

also iiOHiliv imaginilr, os dundiwiiiidort 
poHitiv imiiginilron Aidmo von 


,v«(/A ' I ?/' I-A ) 


wonn u' von (l Inn A' ziinimint. 


dio Wortlio dor 
(:/. liiH iim Dnondlirbo, 
So orgiolit sioli, dimn dor 


Band doH zu uulorHiioliondcu BoidiloolcH dor //d'Hiono sioli 
auf dio poHillv roollo uiul pimKiv imaginilro Aolmo dor 
2 -ICbono oin-oiudiiiitig abbildot, wolobo dio iiogronzung cinor 
Viortclobono bildou. MiltolH lUm Salzim iiii S 20 tlbor don 
Zuwaclm doH l.(ij!;aritliniUHoiiiorl''unolinn, wonn dio Variabolo 
tlbor oinon gomdilnHsonon Zng goIHlirl wird, boweist man 
loiclit (vorgl. fih), diiHH dim Innoro dOH BocbtockH sioli oin- 
oindcutig auf dio Viortolobono abbildot. ■ Ziobon wir vnii 0 
nacli /'A'kii / 7i'" |-A’ in dor u-Klioiio oino Diiigonalo, ho niuHH 
ibv Bild oino knotonloKO iiii Innorn dor Viortclobono von 0 
ins Uiiondliobo vorlmifondo l.inio HOin, doroii AiifangHnoigung 

gegou dio roollo Aolmo ///•<: /A'' ist und sioli iin llnondliobon /-bK-iK'/ / 

aaymptdtisob dcrHolbcn Biobtnng idlbort. Sio ist in dor 




Figur dui'cli C| davgostollt. — Dus Bild dos licdlitocdcH K^ 'ili, iK' imtoiHuclit man loiclit mittols 

dor Olcicluiiig saK~\-ti = saK~u, JCs folgt daraiiH, daHH niiili dor Band von A' hio 2A', von bis 
von 2/i:-f-/A:" bia if{\ von bio A' Inv/. auf dio gomdon Strookon dor z-Hbono 

von 1 bia 0, von 0 bia l:/f, vou 1;A lilnga dor nogativ iinaginilron Aolmo liia o.., von UingH dor positiv 
rooUon Acliso bis 1 abbildot. Das Innoro dos Bcclilo(!lm and das Iiinoro dor von dor nogativ intaginilron 
uud positiv roolloii Aehso oingosohlosHonon Viortolobono oidHproolion sioli oiii-oindoulig. J)cr Diagonnlo 
von A' bis 2A'-pj7t'" dos KoclitookH ontsjjriolit oino kiiotoidoHO Jdnio von 1 l)iH l:/.-, dio in dor Zoiclinung 
durch d| golconnaoiclinot ist. 

Nun abor untorsuclion wir das Jiild (ios I’arallologrannnos mit ilon bkdcon 0, A', Hi' 

Dor Hand dossolbon liildot aioh ab nnf dio Goracio von 0 bis I, dann aid' dio Idnio woitor auf die 
nogativ imagiidlro Aolmo von l:/f ids ina Unondliolio, and ondlioii vom I’unklo i>.> liia viinn Punkto 0 
auf dio Liuio c^. Dioso Linion Iiildon dio Bogron/niag oinoa unondliolion in dor Zoiobnnng mit bo- 
zoichnoton EbouonalllokoB, and os bostobt zwisclion and oino oin-oiadontigo Koziohang. 




Das Pnrallolograinm mit don Eckon 0, - - a; -~K-\~U{' /a" Inldot siob, wio man loioht 
'"t das unondiicho Hbononstllck (k ab, wololics Imgrcn/.t ist von dor goradon Hlrooko von 0 liis 
01 Lnno rfj, dio zu symmotrisch don I’unkt -- I mit dom Punkto li/r voriiimlot, von 
imaginitim Aoliso von -l:/f bis ins Unondliolio, nnd von dor I.inio o, vom Pmdclo oc> bis 
vviscbon Q% uud bostobt oino olu-oiiuloutigo Bozioliung. 

los lloehteoks fmdot man aim dom von (Zj, mid das vim aim dom vou Pj durch 

. *• 11 -,, . -“““SttM) woraus man sogloiob orkount, dass siob p,, auf 0^, {k aiif 0., oin-oiu- 

doutig abbildot. 


or / 1 •r//^*”o'!/! dos ganzon PoriotlonparallologrninmoH P mit doa Eokou -VO-iK', 

rn 1 1 vorbindondon Soitcu fi- «+, zi+, iiorzimtolloa, lialion wir nooh dio 

r S ?’ Bildor habon iu dor snlion mit dom 

vorwomlon Bir sio oino zwoito 

sinb <? n f ft' *^/i ^ dor Gloichungon .vaM± 2 /f»=i — sau golangt man zu dom Rosaltato, dass 

antuSn 0 congruoiitOB btliok ^ abbildot, wololics wir, urn nicht nocb oino zwoito Zoicbnung 
fUgen zu mUssou, dadurob m dev I'lgur konuzoiobnon, ilasa wir nobon Gj uocli dou Bucbstabon i 7 i in 
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Klaminorn solivoiboii. Ebonao biltlou aich Sn, boK. auC unondlieho Ebononatttoko U^, U^, Ui ab, die 
(lurcli (^Oi and don Stllckon Oj, O 3 , 0^ congruent aind. 

Jotzt logon wir dio Ebonon 0 und U auf oinandor, V ala dio nntoro anaohond, so daaa sioh die 
AehsonkrouKO dockoii, und Iuhhou aio lilnga dor Lliiion*) di, dj ao init oinandor vorwaoUaon, daaa dioao 
Linion DuvcbaotKungalinion oiuov H.ioiuann’Hcbou Flilcho T wordon. Goht man ttbor oino dioaer Linion 
hinwog, ao golangt man aua oinoin Jllatto in daa andoro, dio Illilttor durcbaotzon aieb Ittnga diosor 
Linion doron Eiuipunkto VorzwoigungHi)unkto aind. Unikroiat man oiuon dioaor I’unkto, so gobt man 
llbor oino Durcbaotzungalinio liinwog und koimnt aua oinoin Blatto in daa andoro. 

Dio l)oi<lou lUlndor « >' und « doa Darallologrammca P 
biidon aich auf daa poaitivo boz. nogativo Ufov « 1 - und /( - oinor 
Linio a ab, wolobo im unloru lllalto dor Uioniann’acliou EUlolio 
vorUluft und dor Ijago naob mil dor frHboron Linio crl-Ci zu- 
aaminonfiUU. Dor Janio /I'l von •|-*27M i7ir' bia -■‘iK~\-iK' ont- 
spricht oino Linio by dio auf doni imailivcn IJIbr von a im Unond- 
liolion (alao im untoron Blatto) boginnt, auf dor uogativ imaginilron 
Acbao bia zum Piinklo l:/f Itlul't und durcli VormiUolung dioaoa 
VorzwoigungapunktOH, don man auf uuomllioli kloinom Wogo um- 
kroiat donkon kann, ina olioro Blall golangt, von da lilnga dor 
ncgativ Imaginilron Aolmo duroii’a IJnomlliolio tlbor dio poaitiv 
imaginllro Aobao zum runkto — l:/t kommt, durob Umgang urn 
ihn ina untoro Blatl, oinlritt, uml dort lilnga dor poaitiv imaginilron 
Aobao ina lluoudliolio vorllluft, mid ao in oiuom Punkto ondigt, 
dor dom Auagaugapunkto auf dom nogativon Ufor von a gogon- 
liborliogt. Daa liuko Ufor dor Zngriobtmig iat daa poHiti\'o /H', daa 
andoro daa nogativo, oa onlapricbt dor Linio (I \ Daaa dio Uic- 
mann'acho Flllobo 7 ’ droifaob zuaammonbllngond iat, und daaa aio 
durob (iio Ciuoraoliuiilo n und //, doron lundo Ufor zuHanimon oino 
continuii'liolio Bogronzung biidon, in oino oinfaoli zUHammonliilngondo t 
'P zoracbnitlou wird, folgt gonau ao, wio oa im Ealio oinoa poai- 
tivon /f* im § fiK naobgowioaou iat, 

Will man aiub von dom Wortbgoldoto oino Vor- 

atolluug maolton, wonn aioli u in oinoin 1 ‘oriodonparallolograinm ^ 

bowogt, ao golangt man mil, oinor gowiaaon Notbwondigkoil; auf dio Kiomann’aobon Elllclion. Wonn 
domnaoli dor Moimmg Auadruok gogobon wird, daaa dioao Flllehon oigontlioh niobt in dio Tboorio dor 
olliptiacbon Euuolinnon gobOron, an muaa man, wio oa mir aolioint, conaoquontor Woiao auch daa Boviodon- 
parallologramin ala niobt oigontliob zur Tlioorio dor doppolt poriodiacbon Functionon gobCrig auaohon. 
Eino solobo AuHHoblioaaung dllrflo abor daa Voratllndniaa rcclit ovaobworon, und iob bogo doob golmdo 
Zwoifol, ob llborbau])t .lontand oxialirt, dor oino vollo Einaioht in dioao 'I'boorio boaitzt, obno aicb 
jono goomotriHcbon Hilfavoratolliuigon zu biidon. 
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imd — 2 A', woil — ^a2«7jf-|-2/r== — ,v«l) ist. Hoido lAnuttionou wonloii in don Piinktou iK-\.j{ 

iind iK-~K unondlioh gross. Dio boldoii Fnnotionon kiiimon sioli daliov imcli (5 Itt) nuv diireli oiticu 
constauton li'aetov untorsclioidon, wolohor sick naoh Division iiiit u fdr unniittolbar orgiobt so 

(lass man dio Jioziohung findot saiu imn, ' 

aus wolohor Gloiclmng man iioch dio ICigoiiRcliaft .s'«(M-|- 2 / 7 r) --: xm aldiosl. Sol/d. man 
2/r' -k fill' t(, so folgt (§ 55) 

i:Jc===6((i(/i'~l-/./i')t--^M(‘2iA' A') = : • ".v«— -A'--:^ .v« A7- ; I , A-.:: /, 

Daraus fnulot man loicht dio Gloiolinngoii 


caiu — |/i — saHii^ 1/1' -(-6yPw 7rt«, (lain >: ■ atti , xa'n ■■ ■• (/l'— . 

Dio Linion C|, Cj, « dos vorigon [’aragraplion wordon gorado, mid siiid iintor dom Winkol [ st gogon 

dio roollo Aohso gonoigt, donn durolil/lnrt « dio Gorado von () bis /A', so ist aiif ilir 

Oil! A SAT, and also naoli doni Additionslliooroni ’ ’ 

sau = saX-)r iX == {mX cuiXdaiX l-miXcaX A«7);(l -■<"".vrt>2.sv<’7'2) = ( 1 | - i)xnX onXtlnX: {1— -.svtU) 
and dor areas iliosor Grilsso ist von X unabhangig gloioli J jr. 

DurcMiiufl u tleii Hand elms {hmdnUos mil don /'iaUmi A', /A’, -A', ■ ■■ih', xn duir.lil/ln/'l z—-=mu 

den Vmfmm eines /ireixes mil dom lluditix 1, nnd os hildr.l xioli dux Innoro dvx tjundrnlox minicc/lmi aiif 

das Innere dcs JUnkeilskniisos so tdt, dnxs sich dio Miltelitnnlclo dor I'iynreit on/xjirorhon (Schwarz). 

ICs gonllgt, oino Solto dos Qnadratos /,n botraclitou, olwa dio Hoito von A’ bis ih\ Aid' ilir ist 
M — A'-|'(i — 1)2) wdhrond X rcoll von 0 bis A' wilolmf, Hotzl; man nan 

sau == -= .v«(A' -|-(i— 1)2) I • snXxuiX daX duiX 

itu^ iX thtX ihiiX h I'^naXsiiiX mXcaiX 

0(i X (la X ' I * i m X .va X da X ca X 11- X 


(iaXeaX iaaXmXdaXcaX I* 

so ist klar, dass ahsz fllr dioso Wortbo von 2 iminor Kins Isl, and (lass ; I'llr 2 -it), A' Kins, fdr 
M — f/f, 2!=/f, .z ■= (l-|-j);(l i)-‘--.i ist, nnd dass z dio I'cripliovio dos KinboiUkroiHOH von 1 bis « 
(liuchliUift,^ wftliroiul u (ll)or dio {Joriulo A . , , iK j.*'or(lltr(: winl* IOn liodiii'f nun ludiun* Mr(irl.oruii(,^ woitor, 

dass dor Hoito iK. . . —K das PoriplioriostHok i... -I, dm' Koilo — A' . . . ih das I'oriplioriosUlok 

“I . , ■/, doi Soito 'iK , I . K das Stltck ■ ■ i . , . I ontHpriold. i'’llr w • : 0 ist z < ■ (), also ontsiirielit 
doi Mittolpimkt dom Mittolpunkto, mid don Diaf^'nindoa dOH QuadniloH (miH|iro(dum auf oinumlor Honk- 
I'Gohto Kiulioii dOH Ki’cIroh, 


* dd, Dio linoaro Translorniation dor Tliolariinotionon. Dio Mnlwiiduilung dor doppolt 
poriodiscbon buncliouou .sa'hi, cu'hi, da''u, dio dio Poriodon 2.n'i, 2.jr.^ iiosil/.on, in nnmidliobo Prodaeto 
(flbvt^dnrob Zilhlor uud Nonnor «u don Quadraton von 'I’liotafnnolionon, doron Modal r /jr jr., : von 
'niodonyorldlltnisHO abhilngt. ICs sind abor 23ri, 2jr.^ oin willkllrlioboH Ibiar primilivor Poriodon, 
a loinigon Boschrilnkung, dass arc{zc>i:jci) zwisolion tl nnd zr liogon imiHs, and da diosos Pnar 
joioB nudoro, wolebos diosolbo Jlodingaiig orl'dlll, orsol'/.t wordon kanii, ho laHHon Kioli Jono doppolt 
sehon lumctionon duroli anondlioli violo vorsohiodono 'riiotafunclioaon darHiollcn, and os Klsst 
n oiauH oiwarton, dass dio so siob orgobondon Tbotafunotionon in oincr oinraohon Hoziobang za 
Av a A .At. DioRo lloziobung ist aul'ziisuohon. • — Eh wordo 

T == : jTj, Jr, yxrl“d>r|, 

, y, d gauzo positive odor nogativo Zablon sind, Zwisebon don Moilidn dor in llotraclit 
dafuucliouon bostolion domuaob dio lloziolmngon 


on, 


- 

’ yT+ dte ' 


y \ yr+6ixj* in 


- dr d- (tin 


(„ 


() 


m 


yr (UTT^ 


)• 


1 

yr — edit y 

ms^Avgamont 2 war oino Abktlrzang fUr 2jr„ os wird dabor zwookmilsHig soin, Atr 

Xjti Clio A bkltrzung 2 oinzufllhron, and wonn dio Dontlicbkoit oino nilboro Arigabo dos Modals 
frdert, wird man „ 

ftlv {hf,y(z^z) 
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selu'oibon dUrfoti. Dio liiiotiro 'I'raunforrimtinn dor TIiotaliuietioiiOH boschlUtigt sicli mit dor Aufgabo, 
dio I3o/iioluuig 7 ,\viK(dion ^'h,„{z) und (h'„.(z) zii findoii. Daboi boHtohon Kwischon z und;? die aue ihror 
Definition folgondon Gloioliiuigon 

11) 2 wz; (yr-t-d/jr), — ^^(yT — am). 

— Fill' dio uiiHKnI'lllirondon Koolmuiigon ist oh nlUzlioli, oinigo oinfaoho ana don obigou folgonde Be- 
ziohungon 7 ,wiK<!lioii r und t vorauf goluni zu Iushou. Man iindot nilinlicli loicbt 

y (dr- /i/jr) ■ - d'(yT y/l/jc ~= ^(yr — 

yr din yr — alii: 

Alia dioBon (lloiolimigon liiuUd, innn miii wiodoriini loiolit 

V) -Ur.-i-i'-rt-i’ar:., 

yt am yr -am 

Y 1 ) (- • I • -'■'y , .2/< y.r I- /<iy 

yr ahr yr aijr yr — am yr — a m 

^ ; |•/<-{d•r •|■T ■(fiim) - ~'2//(}z — *2/fz ~l- /{'^<S -t ,/cH — 

yr • am 

was auH Id), IV) und II) goruudon wird. • 

Voriuolirt niiin z uni Xm, ho vorniolirl Hioli z uin — Xyr ■\^ Xaipt, und da 
■ Ayr-|-;io/Jr) - (• l)^-(«''' 

ist, HO niuHH man W/,v-(j) mil zy z'^y 

^ yj-l-iJi'n 

imilliplioiron, mn oiuo Knnolinn i/i(z) 7,n orliallon, dio dor Funolionalgloicliung 

(p{z ■ 1 ■ Xix) ■" = (- - l)^'^-r/)(?) 

gontlgt, wo h - ~Hh‘ )'</ ay IhI. Dio Fiinolion (p{z) gcnllgt abor dann aucli dor zwoiton dor luitor I) 

im § 47 anfgoHtolllon l''uncliomvlgloioliungon. Domi wonn man j mn (tv vorniolirt, ho ftudort sich z uin 
w/<r :{yr I' dte) >™ jf/dr and oh iat 

ih'u ’ (? I ■ //dr tUlm) ^ • (• - 1 )/' >■ («}, 

(, ) *) •l-il/dy; 7<“r — fM/Htr 

/< ri «'-’i ^ ,0'r mn ^ 

//> ( r . I • //r) - = ( 1 )W' r- ' ’ 'b'* /«'■' f //> (z) , // /I/*', h -- d/1. 

lliorauB folgl, duHH hIoIi r/.(r) von ^hu(z) imr durob oinon coUHtauton (von z unalilillngigon) Factor uiitor- 

schoidon kann, und iIubh iiIko z’*)' 

VII) 

goaotzt wordou darf, wo 

VIII) A «w! «//'■“ y//' — «y, •d/?'"—/ld; A'~Ad — //y-l-yd) 

ist. Boi Boroclinung von /ly ini von dom limHtando Gobvaucli goinncht, dafifla— /I ungorado iat, wonn 
y und d aind, und dann in dioHon tirdHHon oin Multi|)luni v<»ii ‘i olino WoUovoa fortgolaapon wordon dai 

*) Niioli (lor ForiiiolMioninliing doH llorrn doliwiirr, iHt 

2 jr, I ^ ^ ;r, «=» : 6#', , . 

Jt y 3t 

Woldon dio PoiioUoi) ihircli tile 8ohroibwol«a <r{w l7ri,7ia) nngodeutoti «() foigt lilornuB 

10“^ 


I 
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[§67 


§67. Dio OoiiBtanto dor linoaron Transfonuatioii. So woit 0 von v ahhangt, Uisst sicli 
dioso Grosso mittols dor Diffovontialgloioliung II) dos § 47 boslinuiion^ m dom Iloaultato fuhrt 

dlff G~ — I 0 >= 0'\/ — jr : (yr-f-dVjr), 

wo C nun oino numoriseho Constanto bodoutot. Eino andoro Mothodo, dio wir liiov anwondon wollon’'') 
bostimmt C sogloich bis aufs VorKOicbon. — ZunUoImt orwoitorn wir dio Forinol == \ 

wonig. Es soi 7<'4i j'/i 1| 1 (modulo 2), 

imd os soion boK. dio Indioospaaro 

A'2)17s; /i;t,<7V K'h) Kth (modulo 2), 

woboi die Paavo hi,gi] IhyOiy Aii,j79 dio Cliaraktoristikon 0,0; 0,1; 1,0, jodooli in nic.lit voraus- 
bostimmtor lloihonfolgo sind, Dann ist nacb b'ormol IV) dos § 47, woiin h't/ irgoud oins dor Paavo 
{l\ * * • 

, g\ (j\ '‘'^<',1, j7',i _ ii7- . I'bii I'lm m i/> 

Dio Constanto G wird aussor von «, ft 7, d anoh nocli von A, // alilitlngon. DoHlialli ist os nOtliig, dio 
Abloitung dos vorigon Paragraplion zundolist fdr don Pall h 0, // • 0 auH'/,nf(lliron imd daraus dio 
Abloitung fUr dio llbrigon Obaraktovislikon mittols dor Pornicl V) dos § 47 zii boworkslolligon. Sotet 
man naohbor « = 0, so orhillt man anf dioso Woiso dio b'ormolu 


•Twd(,|7I(o W'lifo 

Nun iat nneli don iin Text gol'undonon 'I’runarormiUltmHt’dnnoln * 

i9i, (h, -- Const, a ’'>«< W„ (h, 


nnct OB t'olgt diu'oh Dilirorontiatiim 
(9 



u^nyi 


iui.rry 

r/| 1 


n fa, =a Const.! 

e W'n^K, 

\ / 1 

JTl / 

iTT 1 JC^ 

\ ^>^1 /) 


«;';(o, 


l:fC3t2\ 

/ 


= Const. «';;(o, 

' \ jvi / ;r|jri \ /I 

'/o, f9;",fo, 

'r) «•„(), ‘'f* 


/ (W;;ry 

^ 7t\ 7C\ 


5 I; mlt Auwondung dor \\n Text f^ofundonon TranBrorniutloiiflrormohi dor 


0(w ( JTi, JTji) ~(f{u\ ^Ti, jr^) , 

.•’unction mid also uuoli llir zwoltor nogallvor lognrltlimlHclior Dldbrontlftlqiiotioiit, dio Fimollon 
ansformatlou gogonllbor oino Invarianto, In dloBOr Klgonaobnft olnd dio Vorthollo ym suohon, 
ion doB Horrii WoIorairaBH, ImuptBllohlloh in dor Tlioorlo dor 'rmna formation, hiotcn. Dio Funolionon 
id kclno Invnrianton, abor aio gohon bol linoaron Tranefonnallonou in olnundor wooiiaolswoiao iibor, 
ischon Fimotionon Invariantcn Bind, 

dhodo ist von inir In don MGtittlngor Naohrloliton" von ISBi) auf Bol to 1111 gogobon wordon, Dor 
loh Bohon in olnor polnisohon Ablmndlung do» Horrn Sooliooki fludon, bosobrUnkfc anf don Fall 
Burch dioso Bosohrlinknng wird abor Ibr Worth orhoblioh vorinliulort, woU dann nocli 
' aohton Wnr^ol dor Dinlioit Ubrig bloibt, wKhrond dio obigo Mothodo mir nooh oino Qnadratwnrzol 
int llisst. 



§§ 67-G8] 
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worm 
h 
uiul 


!)• ra '7'0I h'a,g'ut 

I t 4 in 6’»9'| , : (yr-l- 6in), 


y s=! yrf, i((i\ h'>i, fAi y6—y, h\,{/.i ~ yrf+t^— y, a|3 + « — 

I ’ ,.•„ + (■., «f.: (;l'«(/W (;4 g\in((ty-V fM+ Upy—'la^S—lpy) ^ 

ist uud /i'l, tf'ii A'-it/Ai A':i),v':i *» woitor '/,« IjoHtimmondor Roiheufolgo don Pjiavou 0,0; 0,1; 1,0 
eoiigriioul; Hind, 

AuH dioHon Formoln orglolit hIoIi 

rW W’,,, .'/m ^ / Ci Ui M, H', , i,‘, y/'u y/'« • 
iV',, /.iLt 

1 r;.'.i — *'V’)(yi:-hd/jr); jjr, 

• V yi' |-()y.7r 

worin dio hi,f/i] /ii,!H\ l/i dio IcknnHlon UohIo dor Zaldon h‘ui/\] h\,y'i\ A'di/A; /A nacl> 

Modid i Hitnl. Kh IhI uIho 

l/ JE vr-ir.lVn '"'7',,/ 

I) " i. *^yT-MJ5C/’ 

nnd OH iHt 0 bin auf dim Vorzoiolion, wolnlioH xaldonthcorotiHcli auHKUworlhon ifii, lioHtiinmt. 

Iflt ^ [j < f Ij y i Ij KO IHt ^ 

1 / A;7rz jrA 

H) W/,4,(j,t): |/ ^ r ’ 7;/* 

8otKt man liiorin ■■ n I'ilr r, ho wordon ilio Moduln boidoraoilH gloich. Botet man woitor 

z>'^ yiin— l yin, 

Kii wordon lioldo Hoilon dor lolzicn (lloioliung oinandor daiin gloich, wonn daa Wuvzolzoiohoii positiv 
gonoininon wird. Da t oino (Ii'ohho iH(, doron voollor Tlicil atotn nogaliv goiunnmon wordon muH8, ho 
( laflH Hrct iin zwoiton odor drillon Quadraiiton licgl, ho iHt 

~ n : r •■-■ l/ n i nitx r , (xin i urc r + i cox i arc r 

oino Oi'Ohho, doron roollor 'I'lioil hIoIh pimiliv iHt, woil .J «rcT iinmor im ovfltou odor Kwoiton Qundrni 
liogl, Deumach ixl in tier (lieichuny 11} dux Wnnclzckhm slelx so zu willtlcn, doss tier reellc Thei' 
Wurzchvertlm posUiv ixl. IhI t rooll, ho dionl dio (lloiclnmg II) dtiKU, Tliotnfnnotlonon mil; roin r 
nllrom Arguiiionl. in hoIoIio mil rcolloiii '/-« vorwandoln. 

Dio llOHUminung doH VorKoicIionH orfordort zalilonthooroliflcho llotrachtungr 
drltckon, obHcliou Hio in don IVUlioron Auflagon ontlialton Hind, in douon omo 

nuf dioHom Wogo '/,u boHliinmon bliob. in dor Tlioorio dor doppolt poriodlHoiion i-unouonon wnu u.o 
linoaro Traimfonnation inunor auf Tliotaiiuotionton angowamU, flir wolohon Fall dio Quadratwurzol 
uioh YfllliK forlliobt. Ivii Hpociollon Fallo II) int doH Vorzoiohon auch hior vOllig bostimmt. 


§ 08. /jUHainmouHotKUug von 'I'ranBformatiouon. Kloinstor Worth von 1 /, Wondot man 
auf oino traiiHlbrinirto 'rholafunotion noeh oino Tranaforraation o', fi', f, d' an, bo orhillt dio nouo 
Fnnotion don Modul 

und duH Argimiont 


idt + ti*ijc , T(o«'4y/70'HiJE(l^«'*f-di5^ 
fr+sui,. ~ t(or'+r''') +**»+«') 


zin 

Ty' f (J73r T(«y'+ yd')+i> (|/y' -|- dd') ’ 

und man kann daher diese xuccessiuen Trnnsformationen durch die eine 

'"hyiS'i y"=««y'-l-yd', d'«^ly + dd 


erselzen. 
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[§§ <38-69 


Wir zoig'on nun iiocli, dass dio Transformation oinor 'I'lictafiuujlion mit doni Modul t in oino 
solcho mit dem Modiil T= bonutzt wordon Icann, iini scluvacli (ionvorgoiito iV -Koihou in 


stiirkor convorgonto zu vorwaudoln. Dioso Koilion coin'orgiron n/linlioli lun ho rasclior, jo griissor dor 
absolute Botrag doa rcollon 'L’lioilos doa Modula iat. Ist nun r-- — ho kami vorauHgoaotzt 
wordoii, daaa p' in don Gronzon liogo — i , woil diircli dio 'rraiiHformution ((=.1^= d ==.- t, 75=0 

^ bcliobig, wonn (3 paasond gowdhit wird, p' Holbrt in jouo Gronzon oingcKoliloHKon Avordoii kann! 
Nun iat abor 


_ _ _ pM.z~J!y) L ,v 

—pr-Hp'r+(^)i " .pY+(v'Y i-<^y‘ ' /i'Y" 


woraaa sieh zuidlclist orgiobt, (lass cine TransfomalUm, in wclcher «d'~--/37 nidtl I, sondeni ~ I wilre 
nicht mdglich ist, iveil in diesem Fulle der rcellc Theil von t positiv wilrdc, nnd diihcr dit; O-Rcihen nichl 
convcrgiren konnlen. Iat «(l~/3y — h, ho nonnt man dio zugoliftrigo TranHforinatioii oiiio TranKforniation 
vom Hton Grade. 


Nun ist abor olfonbar dor roollo 'J'boil von r, alw) (•-./OT):(/jV-i-|-(/*'y h(J)'^), Koinoiu almolutou 
Botrago nacli daiin grfiKHor als dor abaoluto Botrag doa roolloii 'riioiloa von r, alao von --pjr, wonn 
;/Y-f-(pV-|-<J?< 3 ist, Fllr 7 ~ 0 iat and alao ;/Y^ | {y/7 | <i)'i ;-v.: l. Kur ,)' (I iat 

7==±-i nnd alao, da Idiolwtoim gloioli ; iat, kloinor hIh 1, wonn 

p'^< i, odor dor roollo Thoil von t aoinom abHoliUon Botrago naolt kloinor ala ial. Hioraua 
folgt dor von Jacobi horrtlhrondo Satz: 


So lani/e der absolute Iklnuj ties rcelteu Theites dcs Modnls r einer tl-l'imolion mlnr ticgl, 
Icissl sick slels cine lincare Trans formalion (inden, (lurch wclchc eiu Modul eingc/'illirt wird, dcsseu reeller 
Theil seinem nhsolulen IteUwje nuch den von v nhcrsleigl, so duss die l)-/leihe mil dm iransformirlen 
Modul raschcr convcrgirl, als die mil dem Modul z. 


§ 


§ 69. Gronzwortho dor Tliotafuiiotionon I'Hr roin iinaginilro Modiiln. Dio Gloiclmng IV) 
60 kann dazu bonutzt wordon, zu orniittoln, wio aicli, fm- 2 r... 0, dio 'J'hotafunc.tiotuin vorlialton, 
T roin inmginilr iat, wonigatona fllr ralionalo Mnllipla von /jt. 8io bildon oin iioiaiiiol f(lr oino 
\ oinoi coinploxon Variaboln, wolebo llbor oin boHtinuntOH (lobiot liinauH niolit atotig tortgOHOtzt 
sann, woil aio langs dor ganzou Bogronznng doa GobiotOH luiatotig wird, Bctra(ilitot man dio 
ction ala Function von t, ho ist dies Gobiot dio llalbobono, in dor dor roollo Tlioil von t 
iat, Bolraohtot man aio alH Function von (j, ho iat dan Gobiot <lnH Innoro doH ICinboilHkroiHOs. 

Zunilolmt orhalton wir auR II) § 67, wonn r dor Null ho gou.'lliort wird, dasH dor roollo Tboil 

nogativ iat, , —</“»■•> , , . 

.c * ''ir 7 n 


Gloiebung ftir /«== 1, g = 


1 dio Idontittlt ()£=a0 hofort, ulior Hormt dio (iloi(diiiiigon 






t z ft fUr z oino GroHso goHotzt wordon, wolebo mit t vorHohwindot, and oh darf z 
isso zugowiosonon llalbobono in jodor Itiebtung dor Null zuatrobon. 

jhraukon nun unaoro UntorHuchungon auf don Fall A=rH), //==«, Hotzon wir dann, 
1 voiausgoaotzt, T = <T^ (/ 3 r: 2 j{)j bo liofort dio Gloiebung 11) don § 67 dio I’olgondo 

a + = 1 . # { ft. ...5* ^ I / .a T- 


^ c ± ?? \ a j. V %n(s ist Y' 4 „20'i -I- 

<» IT 


;ogon 0 Htrobt, ao nttbort sieli dor Modul dor lolzton Tbotafunction dor 0, abgosobon 
n Multiplum von 2jri. Da nun abor dio Function flo,,(z) ala Ifunction ibros Modula dio 



Pol'iodo liftlj ho kiiiiiioii wir Ijoiiii (ironKHlioi'fijangc in ilor lotxton Thotafunction don imagiuiiron 
Thoil doK ModulH gnu/. (ortlaHHon, ho daHH wir linijon 

uiul hiorauH (iiidou wir iiiit lliH’o <l»r <!loiclmiig I) 

11) lm\/ 

.. i. V -JT V 2l/n ’ 

wovin Hid) dio Vorzoiidion I uul’ lioidon Soilmi ontH|iro(ili(ni, unil wtir'm dk fVurzel {umliv zunehmenisl. 

ijt 

Sot’/on wir t <- • : I; 2 ,,, .|. [' <'>0 (Hoi(diung II) doH §(17 

•jYo 0 1 V 1/ C-J"’ I ')."- .,/ -CiM f 1 )W-K 2 k-M)/^^' 

*' V ' ' ' '>u \- [} ‘ 1/ (2« 1 - 1)./ !:/>' V » (2/H- O'-ia'i-l-Jr* 

1/ {'In t l)« / (2« hl)'W-i;{‘2n+l)te!‘ , \ 

' V (2;(. I 1)0 1 /.TT ‘ 1, ’ (2m I- lyjoti-l-jr''! 

Hior uilliort Hioli dor M(tdiil mil. o, aligOHolion voii oiiiO)ii gauKOn Multipluin von ‘im, dor 0, wir kcinuon 
dalior boiin (iron/.Ultorgango don iinaginllrou 'I’lioil gan/. CorllaHKoii, woil iVmW in Hoziig aufr obcnfallB 
dio I’oriodo 2ht hat, tuid orliallim Monatdi 


Urn 1 / \ 

„ V V in-l-ij 


1/. 1/ (■’» I \ . /( 2 »-|.i)v:j-jr^ 

«=l/.J:( 2 «I |/ I ' '''' V ' { 2 «d- 

and hiorauH naoli I) 

Ml) /,» (/ ; . ."■■•■"■MV.. . „ ,, ^ ^ 1 , 

woriii Hioli dio Vorzoiolnm i aitl' lioidon Soiton onlH|)roolnni, nud dio Wnrzoln poHiliv zu ucliiaoii Hind. 

Ordnon wir ilio lioilii' , 0 ,,""’ t••’.l/l^ „„ , 1 ,,^ ^yj,. dj,, (Jiiodor, wololio uni /< vStollon 

ivnHOinaiKlorHlolion, I’llr mIoIi Hiunmiron, sn iindon wir 

r) < © (•' t"'.''*'' I • I . (»»/' I- 1 P I- '.l{«i/i |. 0* , I . ^ ^ .j- 0 ' I)'* -I- 2 1)* 

r // I 


odor 


.. /I I 

IVj II (?,T) . \ 

n 


WoiHlnii wir nun ilinsn ^rruuHluninilinu iinf <lio Kuncllnn 




an, indoiu wir 2n ftlr 


(i wlllilon and «i hIh rtdalivo I’limzald /.ii » voraiiHHOlzon, ko orliallon wir 

r,. ';.l t , OTI.'I \ I . r'*inl7t 

Hvm-7)= "^■"^-.■....V)-=X,1/S' “ ■K'S'.S-V 

woriu wir auf jodoH (dnzoliici liliod dor Hmnino dio (lloioliuug II) doH §(17 angowondol 
pliciron wir dltwo (lloiolmng mil \J ' ^ uiid gohon init n zur Gronzo 0 tlhor, ho orhalto 

1 <p{inM) 






Jiaeh dor GauHniKidicn Hc/.cioluniiig ditwor Sutiiino. KUr m :l; 1 foigt nus 
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[§§ 69-70 


Y]\ I ^ ■'■ 6(2)i 

M 9)(±1,2«) = 0, »-;-1(2), 

worin das Wuizelzoiehon positiv zu ncimien ist. 

Mit Hilfo dos bokanntoii Satzos*) (p{hm,n) .(p(hn,m)~(pQi,mn) lbl{'‘t hiomus fOr ungovado « 
loioht die Gloiohung . __ Iff , 


10 , out (lie ixioionung i (/„. 

Ist m gorado und n ungorado, so Icani, man IV) wicdor anwondon, indoni man n ftlr ff. sotzt, wodurcli 
man dio Gloielmiig orlilllt 

/,. mm] I / — jc n jr^X 


„/ , 7nm\ I/- I 

c ^ . fl- 

' o' 

— . 0, tf - - — • e 

— JC ' 71 / 


und hioraus , . . \ 

VIII) 

Botrachtot man nun dio GauBHischon Summon </), wovin p und // rolativo Primzahlon sind, 
als bokannte Grcisson, was um so molir goslattot int, nls iliro AuHwortlinng nur niodoi-o zahlontlioorotislio 
Mittol oi'fovdort, nachdoni dio Gloiclmngon VI), VII) gofiindon sind, so ist dnH Vorlialtou dor Ifkinction 
#(0 ,t) fill' Holcho T, wolclio gogon oin rationales MuUipluin von m strobon, durcU dio Gloioliungon V) 
und VIII) bostimmt. 

§70. Dio linoaro Transformation dor Function Da dio Tliotafunclionon nnondlich 
viole Formon dor Darstollung bositzon, so ist dies aucli mit don olliptisclion Fnnc.tionon dor Jfall. Er- 
sotzon wir dio jr„ jt<i duroh I{, Hi] so sind wlr lllioroingokommon, zwisclion (iiosoii GrOsson oino Bo- 
zielmng, vorauszuBOtzon. Zwisclion don GrilsHon jci und jr .2 wird im Allgomoinon dio 

ontsproobondo Bozioliung niolit atattliabon, wir wollon doHhall, 


liJ{ = (, (ft'', rfA' = (,4l'; A' = y(, i 

sotzott imd I) so bostimnit donkon, dass |/(2jt:il')--^i7((),- 


fit', 

St) ist. /air Abkllrzung wordo 
:.T, 


gosotzt. Dann liofort iins dio Gloiohung 1) dOH § (i7 

--mP 

(■hM -- (' fh-w Qj , 

worin ca^ oino nuinoriacho Griisso, C von hy unabliilngig, und h' — — tjy “I' Ad f yd, ya- h(i afi ist. 
Hioraus folgt i,v«v ,, /m\ 

i) ». = . I _ , 'v>. »/. . 

Dor oonstanto Factor lilltto aus Botrachtung dor /-a,, ormittolt wordon kOnnon, dooh ist or liior 
oinfaobor daduroh gofimdon, dass «= /{’, saM = l gosotzt wurdo, Es ist dann 
«:<> = aJU — yj®', //A(p(«5il — yfSJ') = ;,9.A^(— ‘ ’ ry, t), 

Dio Formoln V) dos § 47 lioforn hioraus das gowtlnschto liosultat. 

Sind a und d ungorado, j9 und y gorado Zalilon, so folgt aus I) mit Klloksiclit auf IV) § 47 

II) saMs=( — 1) 'I j8a{(>M), Q'=‘(, — 1) '* , A‘«w — 8a«, ! = ( — 

Dio Grbsso q findot man, wonn man tt = 0 sotzt, und da 8a « ungorado ist, so kann man ( — i)K«— D 


*) Diriohlot’s Vorloflimgon Ubor Zalilonthoorlo lioraiisgogobon von Dodoktnd, 1. Anil., pag. »2r>. — Gauss 
Werke, Band I pag. 442 und Band II pag. U. 



olmo WoilorctH uiilordrllckfiii, tin tlio 'rnuiHltMiimlion sun- — sa — h uiuvoHontlich iHt. Fllr m == 

(«— O' — <'l<'if.llUltf;- 

(.(--// 1 ) 

Da wicli nun <liu Zalihuj ff, j'/, /, nul' uimuuIIiuIi violn Wniwoii m wulilcm Iiikkou, ihm ungonulo Hind, 
daBH Y gunuln uiid (I duridi \\{\r l.lioillnir iwt, ku giohi oh /.ii (dimin /r, zu doin oin r und also mi q vor- 
handon IhI:, nnziihlig' violo !iiid(n(^ r nd(n‘ v, dio v.n donimdhon /» golidrou. Da abor aucli /] imoiKllicli 
oft 2(in(HM) gowdlili wonloii luinu, ho gi(d)i ns auoli '/u /r uuondlioh violo //, womi oin hoIcIioh m k 

vorliiuidoii ini. 

VoriiKdirt Ilian r iiin 2/.;r, 2/A' iini '\h\ so gold /♦ in k llhor. Dio Kiinotion sau andoii Hich 
dalioi gar iiiidd. h’Ur i( ih^ \ h ini sfiu \ :k* Niniint man uIkm* fdr ho wird 

sau fllr ^ ^ /M'' i gbuidi 1 : k. l>i<^ 'rnuiHlnnnalitni don Modids k in k hringt dalior an mu gar 

koino VoriUidoniiig horvor, und oh wird nnr dor (dno tka'indioilatHinodul gowinnonnaHHon Hubjoctiv aiidcrH 
gcwlllili. IHtuio 'rriiiiHronnalinn ist, dinniuioli unwoson(.|i{di. 

IhI d gnrudo, / inigoraih^, h{) thiMH k, d ung(n'ail(\ Hiiut^ mo ini 
111) sun ■( |)Dv^’l /' V { Df^ ksau---^^(\{uk). 

DiuHO TraiiHtbrinulion ilrllokt dio I'linolimi mu mil doni Mudul k dnndi oiuo Hobdio niit doni Mndul 1:^ 
auH, (iiobl. OH 7J1 oinoin k r\n //, hm giidd oa aiioli inumdlioli vi(d(r Worllio vmw/, rilr woloho dor Modul 
!:/*■ isb HU dium dor Modul oimu’ ollipliHolimi Kunolion abnidul. kloinor odor gloudi Diim angonommcn 
wordon dark Di‘r (dnraoliHh* I'bdl diiMun 'rranHlormatinn iid // r( =/ - fr— Kh Iblgt noch 

1 11^') tiu u ra (/*»), mu bii(a/i). 

IhI; ungorado, (\ goiadi'^ k giuado, odor iid, nni don oinlaoliKlon Kail v.w boiraolilon, d = 0, 
(} t“T.s *1, y - ■■ I ^ HO duMH 

' 

wird, HO iblgl 

IV) i,snu vin (///): rn f/D) Ijinlui), f // \/\ cu{ni)r. (la{ui)~h(\n\\:([7t. 

Dioso TraiiHrormnlion vtuwandoll d(*n Modul A in don i'oui|il(^nionlaron /d und I’lllirt oin iniagiidlroB 
Argunuud oiii, I'blr k’oIIo k kloinor abi I'bna kaun iw <la'/u dionon, dor Kunolion .sy/(«'|-/n) dio Kovni 
k \ io m gobon, Donn oh iat 

. Ml u i'u i r tin M J I A'u /r ru u du n sn u brt o | ■ / cu u da u id u Cil v 
su {H \ fV) ‘ , , , ,■ 

\ h ‘ Sit* u sn hv m - 0 1 • A‘ * titdu ^<{Vv 

Cliold- OH oil! q 7.11 idiiuuii M<ulul A, HO gioln m anidi 7iuu Mmlnl /d uuondliidi vi(ilo Worlho von //♦ 

IhI k g(Mudo, uinl Hind |», nngiuado, ini /. Ik 

Jill 

n (t, ,/ 1, V I, .1 I, H >•' ' 


HO f'nli't V) iju (/«/.■') :ba (>■«/.'), f I:/-'. 

IhI d gonulo» uml idiul //, / ungormb*, iat /. Ik 

ill) a'-* 

<1 ", t! I, l' >, /■ I, »l ‘ ' '• ' ’ ' 1 

HO foI;j;t \' I ) I ti .v(i n < . vJti (j H 4 ) : I'fl ( ( u A) 1(1 ii (/ « /.) , t • / k' : />' . 

Ih( y (rtniitU', iiiiil Hiiitl <?, ji', il •/. 15. ‘ f< tV = " /I I, ho Iblgt 

VII) k'snu («/.'), t ' /A : 

Hotnu’litol uitin ilio gib'dinloiioii lloziolmiigtMi, iiiiloin iiiaii hIo auf'H Quadrat orliobt, 
foi'niali()iiH(briiM>Iii ilor l''iiiM'liitii SU'Uy HO Hiiifl dio (r(dniidoiioii (iUntduiiigoii 

/ A''*.v/('‘{h.A) .s(J'(i/A ,(1 :Ai), .vd'-(«,A) • ^ .v«' («/, A') : A') -- ttja^iui,k'' 


VIII) 


'A'-,v«-(a, A) 


' ' A'J \ A / 


TIummui', 'riniliUniicU’Mt^n J. 
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lineare Gloiclumgen, die linoaro TvaiiBformation dor Tliota aiolit dio liiioaro TraiiHforniation dor Fimctioa 
sa^u naoh sicli. In Bozug aiif sate ist dio Transformation quadratiHoli. Dio Tliotafunotionon stohon obon 
den Quadraton dor olliptisclion Fiinctionon ntthor, als dioson Holi)Ht. 

§ 71. Boroclinung von q f«r oin gogobonos k. Fa ist dio Frago zu orlodigoii, ob sicli au 
jecleni k oin q flndon Iftsst, and im Fallo dor Bqjahimg sind Mittol znr Boroolmung von q odor x an- 
zugobon, Hiorzu orwoist sicli dio Gloicbung \jk' — {h\,\^- odor — 17„| = 0 als bosondors dionlich. 
Durcli Division dorsolbon mit 2(1 orldllt man 

,, 1 1-l/F , l-lZ/d , ,, , l-l//(' ,,, , t—l/A' 

^2i+l/// 1-I-I/A' lTl//d ld-l/4-' 

Giobt 08 oin dioso Gloiclnmg bofriodigondos q^ so giol)t os doron naoli § 70 nnondlioli violo; dio Mothodo 

dos § 29 liofort don Zwoig diosor Function, dor init (I l/F):(l ■■[■]/ k') vorsolnvindot. Diosolbo Mothodo 

lolirt zug'loicli, dass os goiviss oin Gobiot in dor IJnigolmng dos I’linktos /r — O giobt {(’Hr wololion auoh 
(1— ^/£'):(1 -I-i/A') gloioli Null ist), in wolcboin sicli q in oino nacli Potonzon vou (I — -i/A') : (I -|- \/k<) fovt- 
schroitondo Roilio ontwiokoln lilsst, dio q als Fiinotiou von k dolinirt and dio Kxistonz diosor GrOsso 
in oinoin gowisson Gobioto orwoist. Fllr j/A' ist diojonigo Wiirzol zu sotzon, dio Hlr A^O don Worth 
Eins annimnit. Sotzon wir (I— i/A'):( 1-|-1/A') '/.ur Abkllrzung gloicli /, ontwiokoln q nacb Potonzon 
von /, so lilsst sieh von diosor Koiho a jiriori orlconnon, dass dio l*otouzox|iononlon iliror 'I'orino dnrch 
vior dividirt silmmtlich don Host Eins lasson. Donu dio Gloieliung I) bloilit luigollndort, wonn man 
iq fllr q und zugloich il fllr I sotzt; dio lloilio inuss dahor don Factor i gowiniion, wonn man il fllr ( 
sotzt.*) Sotzt man mm dio Boiho ••.) in dio Gloicbung 1) oin, so orliillt man f(lr«o 

sogloich don Worth -■■ , und fllr dio folgondcn a oino Hocursionsforniol, dio zu dom Uosultalo flllirt: 

II) 

1 i ~~\/¥ 2 /i -i/ a'Y' i.h /i--i/a'Y’ ib<*Yi-::l/A'Y' no? /i-^i/a'V’ 

2 lHYA' ’'2“VlilAv \l (•l/AV 

Von diosor Roibo wordon wir spJUor naobwcison, dass sio fllr Jodon Worth von A (ionvorgirt. Abor auoh 
ralt don bishor gogobonon Mlttoln roicht sio aim nacliziiwcison, dass fllr jodcs A oin q oxislirt. Ini g 29 ist 
oin gowissos Convorgonzgobiot fllr dioso Roilio a priori hostiimut, dio spociollo Form dor Gloicbung I) 
gostattot abor, diosos Gobiot fllr don vorliogoudon Fall bcdoutond zu orwoilorii. Sotzon wir fllr don 
Augenblick {?== J 2, so gowinnt dio Gloicbung I) dio Form 

l ) l — A. I I . . ., 

und os convorgirt nach don Principicn dos § 29 dio IJmkobrung diosor Roibo, d. b. dio k als Function 
von I darstollondo Roibo, rasebor, als dio Umkolirung dor Roibo 


Alls dor lotzton Gloicbung folgt abor 


•A'(l-|-/)-b5* 




i-HM- / (1+0' 


1 .1. .* .L 
' 2'' ' 


?(|l + 2rl'2i)) 

K 

2V 


*) Von tlioser Uoiho Imbo Ich mmt (lurch aolilOmiloh’s Oompondlinn dor lidhoron Anivlysltt, 2, AiUlago (1800), 
Band 2, pag, 408, Konninias orhalton. Herr Woloratrnus hat in don Bovllnor BU/.ung»boriGhton 1883 und Acta mathonm- 
tioa Bch 6 aus dor Eigonsolmffc dorflolbon . \ . 


\l i/v „,+»'/ 



§§ 71-72] 




Uiul 08 lilSHt Hich .S' niu'-li I'olonzon \m l ontwiokoln, w. huiRO ahsi klohior ist, nls dio kloiuoio dor 
Wiivzolu dor Gloioliuuf^' ^2 + ^ ^ 2 ~ 0 

also 80 Iftos'O I I / 1 I 

2 \/ 2 I- I- «/«/ .< 2: (2 4- 2“'' 1-1 

also sielior ho laiifJi'o «/«/- 


».»v .. - . i«l' MiH'i'i <'.inivor;A'irf, auoli ilio Roilio I'llr U==q alH PotouKvoilio von/ 

siclior 80 lan{?o, ills ahsK IhI,; und oh oxiHtirl; fiir alio Wortho von I dioKos (ioiiiotos oin q, uiul also 
giobt 08 naoli 70 uiKMidlioli vi(sl<s //. 

Nun A'iolil w filuu' nuoli tj 70 zu Jodoiii I ; h'i «in q, wonn oh oin hoIoIioh ('Hr k'^ giobt, also, wonn 
man dio ■’x. gruidiiHoli darHiollt, <m giohl zn jodom x oin q, wonn oin hoIoIioh Hlr jodou Worth iiu 
Innovn doH I'^inlicilHlcKUHOH vorliandon IhI, J^Iiouho giobt oh zu jodoiii — x oin </, wouu oin solcbos 
far X vorliandon IhI, naoh doiunolbon I'aragrapli. Aim* wonn man in dor x-Ebono oino Gorado parallol 
zur iniaginilroii Acdiw* dnrc.h don rnnkl x - ; ziolil, ho giobt oh zn Jodom Funkt dor x-Ebono oin q, 
wonn OH fill' oino dor boidon dnrch dioso ( loradoii lioHtiniinton llalbobonou oin q giobt, Oombinirt man 
dio boidon 'I'rnnHlbrniafioium x in I :x nnd x in x', ho (indot man woilor, duHS zu Jodom x oin q oxistirt, 
wonn zn jodom x in doni Hogniont doH EinboilHkioiKOH, woIoIioh dio zur iinaginilron Aclmo parallolo 
Gorado dunili x. ‘ liONliniml, nnd wobdion don I’linkt x: () onlldllt, oin q oxistirt. Ist nun 

nhx I ■ nhx ( 1 • )/ 1 x) : ( I ■ 1 • [/l x) , 

so orgiobt dioH Cllr x oin (lobioi, woIoIioh Joinm Sogniont tlborall, zuni Tlioil in Hohr woitom Ilogon 
uinHimnnt. DnrauH Iblgt, duHs I'ur JodoH x. /.•■■! oin y oxiHtirt, nnd duHH inithin nnoudlicli 
violo q oxintiron. Dio Itoilio II) iwl w<'goii iliror gulon Oonvorgonz iiraktiHcli sohr brauclibar 
naniontlioh fllr roollo /. • l/; . iHt \/ 1 ■ 1, mo Unit man boHHor, dio (iriiHHO ),o. 

rocliiion niillolH dor Uoilio 


ill) 


• 11 ' 


A y*y , IB/ 

1.-.1/AV 


1 -i-i/A/ 


worauH man q miltoln dor (Uoicbnng hjq . lyq' jr- (indol, Dhhk abor q in q\ K in A", K' in K llbor- 
goht, wonn man A in /.' vorwuiidoll, woi.mh man aim IV) §70. 

§ 72. Dio obonoii (liirvon ilriDor Drilniing nlnio Dojiiiolpnnkto. Eino Hololio Curvo 
boHilzt wonigHloiiH oinmi rnollon Wondo|innkl, inid von ilioHom oino auHHor dor AVondotangonto roollo 
Tangoiilo an dio Dario. Da oh Miidi bior nni oinigo initJooliviHclio EigonwiliaCton diosor Ourvo handoln 
ivird, HO kiinnon wir dio Dnrvo m* anf oino aiidoru iirojioiroii, (Iuhh dio Wondolangonto dio unondlich 
forno Gorado wini, und dor \Vondn]iiinki aid’ dor y-Aolmo liogi, nnd duHH dio von ilim an dio Ourvo 
gozogono Tmigonlo dio ;/-AobHo hi'IIihI, niiil dor l)oi'lllnungH|ninkt dor (ktordinalonanfang wild. In dor 
Gloicliung diOHor tJurvo ndlMHon dio Glioilor drillor DiinoiiHion nidi anf dio drillo I’olonz von a: rodueiron, y 
(liu'fmir im (inadial vitrktnninon, nnd duH vmi .ri/ froio Gliod mtiHK folilon, knrz dio Gloicliung nnias dio 
Form liaboii yi ,u (i , ... - .,•) 

odor Jodo Diirvo dritlor (bdiiniig IhI dor, wololio dio aurgOHtollto Gloioliiing bositzt, colliiioar. Daboi 
kfliuion li und c (Mtmiibtx aoiii; da abor anoli zn oiim]ilo.xon Modiibi olIipliHclio Fuuctiouon nach dom 
vorigoii I’liragraiiboii iDrliaiidoii Mind, mi* id dioH liior gloioligiltig. Hotzon wir mm 

>»■ -- lixti' (it, k), tj‘ ^-^'’■itii'^cxit'^uca^uda’U, y~--h\/acsaucan(lau^ 
so Bind a; tuul y oindonlig diiroli k ills l‘nraine(or diiroli olliiitiuolio Eunclionon dargodollt. Gurvon mit 
diosor EigoiiHcliaft lioiHHOii Onrvoii vein OoKoldoclit KiiiH, Holzt man mm 

.!• hxu’u ~ (pin), y “ h\/acs(insa'ii ^*(u), 

*«? ®''"''®*'f!ou'/i fllr Joilca k onvltmcii. Attali zolgl cr, tlnsN dio «„ Aj, . . . Hiimmtilcli iiosiliv Bind, Horr AIorton» 
(Wionor llorlolito IHh.'i ||, .Selio fi< l) vorcintBcltt iflo Untor«iU’huiig iiiid niuiot iiooli 

1 I 
4 • 2 h l ‘ 

ll*- 
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f8§ 72^73 


so siiKl (/)( 2 <), tp(u) cloppolt poriodiselio Functionon mit dou I’oriodon 2A’, 2?'A", und jcdo liiioaro 
Yorbinduiig dersolbeu wivd ira Elomontarparallolograniin droiinal unoiuUicli gross, ist oino doppolt 
poriodiselio Function drittoi’ Ordnung, Ein Piinkt dor Curve, dossou Faraiuolor dou Worth u hat, mag 
dev Punkt M gonannt wordon, 

Dio Summo dor droi Wortho, fllr woloho dio Fuiiotion 

Ax-\-Bt/~\~0 — A(piti) 

voi'schwindot, also dio Summo droior Wortho von u, doron Piinklo aiii oiuor (Joiadon liogoii, ist, uu- 
ahhilngig von ABC, congruoiit ilC, woil dio Bumino dor droi Punkto IJnondllch diosoin Wortho ooiigruont 
ist (§ 38). Uragokohrt, ist dio Summo droior Wortho von «, otwa m, - f- «u P so liogon dio droi 

Punkto u in oinor Goradon. Sollon dio Punkto «i, hj, M;i ZHsaminonCallon, so muss !l« i/i' soin, dies 
giobt noun vorschiodeno Wortho von tt, ntlnilicli 


'ill' 

, <.a , 


liK- 

-If', 

W, 

iK'-VlK, 

iK'~ 

• If', 

IW, 

•!;-?7i’'+ IK, 

li/i'l 

' ^ f'- 


Es giobt also 9 gorado Liiiion, dio dio Ourvon uur an oinor Stollo, dort abor droiinal, trolVon, os giobt 
9 Wondotangonton, 9 Wondopunkto. Groift man irgoud zwoi diosor horaim, so ist iliro Summo con- 
gruout oinom drittou, nuv ist dor dritto dor orsto wiodor, wonii dio hoidon orstoii diosolhcn waron. Es 
folgt daraus: wonn oino Gorado durch zwoi Wondopunkto gold, so gold sio allomal anoh nocli (lurch 
oinon dritton. 

Durch jodon Wondopunkt gohon vior solclior Droi-WondopunktHlinion, iind oh giobt doron iin 
Ganzon zwblf. — Sind «i, hj, wj droi Punkto in oinor Socantc, k'i, «'«, a'l dio oinor zwoiton, ho sind 
dio Punkto — — /A'' — «.| — ?d|, 

wiodoruin Punkto oinor Socanto, donn ihro Summo iat ; Hi*. JOiiio Folgo hiorvon ist dor Satz; Ziolit 
man in don Sclinittpunkton oinor Socanto Tangonton an dio Curvo, so troll'on dioHO dio Curvo in droi 
Punkton oinor Socanto. Durch oinon Punkt « dor Curve giobt oh vior Tangonton an dio Curvo, 
doron llorllhrungspnnkto 

i {iK'—u\ ■ I iiK' - «) P A', ; ‘ n) ■ h iK\ !, {iK' - u) |- A' P i/C 

oin/i DioBO Punkto bildon oin Viorsoit, dosson i)iagonalo«kou (Sclinittpuiilcto dor Diagoualon) ohonfalls 
'or Curvo liogon. Dio Snmmo zwoior dor vior Punkto int congruont dor Summo dor hoidon andorn. 
t man dio Summo zwoior Punkto nnd zioht mo von fA"' ah, ho orhtllt man don Holmitt dor Vor- 
iingslinio mit dor Curve, or ist dorsolbo als dor dor VorhindnngHliiiio dor hoidon andorn Punkto. 
Sochs Punkto, M|, Wj, ?<!i, « 4 , Wj, Mo liogon auC oinom ICogolHohnitto, wonn HiH-Krh«:t’pH.rpM 5 "l"«o 
Es giobt 30 Kogolsclmitte, woloho dio Curve in oinom Punkto Hcolmracli liorflliron. Davon 
jodoch 9 in zwoi auf oinandor fallondo Gorado, dio Wondotangonton. Also giobt oh nur 27 
.10 Bochsfach borttliroudo Kogolsolinilto (OlobHoli, Orolio'fl Journal Jiand (>4). 

Aolinliolio Amvondungon dor olliplischou Finiotioiion lasson die Kauinourvon orator Spooios 
h’dnuug zu. Ihro Coordinaton laaBon sicli in dio Form hrlngon C| mu, ij <;--a ciiu, s == Ca clau 
ango, Solilomilcli’s Zoitschrift Jalirgang XXVIII png. 1). 



§73.1 


Kf) 


praktisclioii rr<il)loiiioii, in diinoii olliplimtlio FimUlitnioii vorknninicii, iu ilivon Kndrosultftton auf eino 
solclio Form zii lirinfA'on, in ilmum man scnr iniiuu'UiitcHwoiKen noroclnmng luir nocli dio Logaritliraon der 
trigoiioniotriHclion Fnmdiomm mid diir (‘•oinoimm /mldon Imndlliigt. Ahh dom Uumtaiulo, diisB dioso 
Tafoln in dor Ilog'ol niolmu odor wouigor Klolloii ontliulloii, dnrf nnin wold RoldicHHon. dasa oino Go- 
nauigkoit, dio UooliiimigHri^Hidlato unr 7 odor 8 HUdlon riolitig nngiold, filr praktiHclm 'Zwoeko aiis- 
voicht. Uiitor dioHor VorauHKol/.nng' ddrnoii dio fllr u nim dor Tlioorio dor Tliotafimktionon nich or- 
goljoiulon DarHlollnng'iddrmolii iiiimor goiillKoii. 

Kh Hoi (Uiu gogolioii. So fr,i(d)l. di 


]/li‘ — ilati • I • ‘i u ([/ h' I • (hi It) ctifi I • ~ ' (l/ /» 


1) COS' 


UJt 


I 


dio (Jloiolimijjf «/«««« i//>'W(k) ; Wo i(k) dio Hoziolumg 
* <Ja u) cos 

l//*' <hiii. ]//{• 


\' i tj'> (\/ Ic' -I- (luu) cos 


I" //'* CUV 




K 

thin I//.' ,^(Uiu. l//.-' 

A- ' ' V • da n \ \/k> ■ ' ■ da « • | • \/k> h’ ' ' K 

1st nun OHIO roollo (IriiHHO mid /.•■' ■ I, mid int /« rooll, ho int i/A') ; (dtt«-l-l/A') < 2</, und inandiirf 

sioh auf dnH oiHto (lliod dioHor iioilio lioHolirJUikon, woim iimu ‘ic/i vornaohlilHHigon davf. Kh wird dos- 
Imlb voi'HUolit wordon iiiUhhoii, oinoii wdolion Modid dor ollipliKolion Fmiotiimou (durcli Transformation) 
oiiv/iiifllliron, fllr wolclimi 2^/* (uhI: oino Wirkmtg unf dio ‘.Hi* Dooiinalo auslllit, wonn irdt don gowdliU' 
liclion Losurillinmntaldln goroolinol wordon sol). Man kmin nntor diOHor VorausKotKung dio Formolu 
loiold, wio man Hioli aiiHzadrllrkon pltogl, logarilliiidnoli, d. li. lilr dio logaritlimiHolio Jioroclinung boquom 
mnchon. Don logaritlimiiH vnlgaria hozoiflnum wir iiiit A/i> '/.mn llutoiwliicd vom logarillimus naturalis, 
dor unr mil Ig liczoioliuol wird. Man sot/.o \/k' cav//, ho ist (iiilboriingHwoiHo) 

I I' A* , I cos'll 
I I l//.' ' I I ruvjt 

Wird dann woilor da n > ' cos' to gosof/.l, ho IhI (ullliornngHwoiHO) 

III) COS' , ■ colt/- (III/ ' ((/ to)/// (l 

Kin oinitirliOH Moispiol fllr Anwomlnng diosor l■'orlnolll 
doulot I) dio (ioHt'liwiiniigkoil oinoH inallM ninliKidioii I'oiuIoIh von dor Llliigo 1, .r dio Kriiobung llbor 
dio liofHto Hlolhi zur 'Zoit /, h dii> Ma\inmlorlioliniig, (/■ tlio Noigung gogon dio Vortikalo, « dio Maximal- 
noiguug, it/ dio in dorKiolitung ilor Vortikulon goino»Hono UoHoliwindigkoit, t// dio Winkolgoscliwindigkoit, 
T dio HoliwiiigmigHdamn', ho ioi 

i;5o=a2f/(/(-~-.i'), I (2 .li, .t' -y'Jif/ , h -. 0.2 '.r, x' ■ hsa'^\/ tjl ^ 


ID 


(iiilboriingHwoiHo) 

i hf [ (7. 


giobt dtiH inalbomatisclio I'oudol. Uo- 


/f«“ |/ 1 /< » ' .v/« a, !, Cos I n 
x 1 — H (uix Ip v: 2 .v/a" V , .vi« ' 1/ 


^ I ■- -COSH i-' “i.VIM*'* J H, IjJ » i 2f/», 1/ -»-■ y(l/'^ Ij (I, 

, . , , , . ' , 1 / . « i-V . « '9> 

k sii\'f//, COS' I Ip- da \/ {/I, </ ■ 2 p // 1/ .vta «»• 

.T :Fjy (•».<<,; f/, 


x'.'icos^ .J I .t( 1 I at/)-, /■ UA':l !/ 
cos (2\/di cos* (1) t’li/i/- ; ,//i/ ; (,7 I I/*) /!/ (ff •»/>)* 

1st «i»i;ill", diirolddnll uIko diiH I'uiidol oinon lingon von IKi", ho ist 

4'm .vm Jfi“ ; ll/iftSH^, ti/tu/-~ Ill, //?==: , ,, 2// “ 0,111)01)0001)117 .. . 

Dio Fomiolii siinl ftlHo gcgiinllla'r tloii gowMlndiolion Liignrillnnoidnfoln von vollkouimon nusroichoudor 
Qonauigkoit. 

Es lltsHl »iidi illirigoiiH, wcmn dioso Goiiauigkoit niclit nusroiolit, aim I) nooli oino gonauoro, 
froillcli nuoli miboipiomoru Fnrinol ziohon. Kolzt man idlinlich 


CoS 


2K.7r 


«^r 


n A 

so orgiobt sicli aim 1) (iiflbormigHWtdso) 


1 , iV (tr/rt M — \/ A ' ) : (da u + 1/ A') i 


2 (/cos 


uyr 

K 


A I 2vDV^2w 


,ux 


) I 2 t/s tt«,v'‘ -1- . . . jV( 1 -- %(/*) -1- (/■* n(2 (/ 

» A { 1 ■"*" 2 1/ * ■ I • i/‘* A D j 


cos 




+ . 



[§§ 73-75 


,„s ?<jr 1 dan — //.• , , , , ,.(<Uin — I/A \“ 

dan -\-\/ h' _ \dau-\-\/ L' / . 

F(h' I'oin iniaginiUe u kann man sich aiif Wortlio KwiHfihon — .JjA" uiul -I- A /A ' boaRliraiikon wc^cu 
dor Pcriodicitttt inid wegon dor Formoln dos § 55. Dio trigoiioniotriftolion Ftmcitionoii Hind dann nicht 
molir kleinor als Eiiis. In violon Filllon golingt os alior, q s(» kloin /.u nuudion, dims sidion q'' vornaeli- 
liissigt wordon darf, und dann sind luisoro Forinoln anch fdr solclio roin iniiighidro u lirauclibar. 


§ 74, Eino Transformation viortor Ordnung. Doin Dostrobon, oiu niiigliobst klcinos q an 
gowinuen, komrat oino oinfiiclio, schon iin § 53 Iiorllhrto Transfornmtion solir onigogon. Dort fandon 
wir schon durch Umordnung dor Torino dor Tliofuroiho dio (Iloiolmngon, dio untov 1) I'olgon, und aiis 
donon dio untor II) von sollist Iliosson: 

I) O- {z, t) == fA (22 ;, 4t) -|- ho (2z, 4 t), (r, t) t) {2z, dr) h n (’As:, 4r) , 

II) 2/H2^,47:) = ,V(2,r).|-/I«,(j.r), 2 W„, (2 ^, 4t) .7„|(^,r), 

Sot’/on wir nun iTf„(0,4r)i 172(0 , 4t) ==t, >72,(0,4 t) : .72(I),4t) F und bomitzon dio Ikw.iohungon dca 
§ 51 Kwisclion 'J'hotafiuadraten, so orhalton ivir dio Ilolationon 

4t) == 4 (l/'l , (22, 4r) - f ,(22 , 4t)) : t' - h^(z, r) • |- 2 ,7 (z, r) ,7,„ (z, r) | ■ t)i , (j, r), 

^ 4 .7'f „ (2z, 4 t) - 4 ({ hi . (22 , 4t) - l)],{2z, 4t)) : V =- ,72( ^ i,- (z, r) ,7,„ (2, r) • | - .72 , (2, r) . 

Aus I) foigt fill' 2 = 0 

TVS ,/u ‘ “lA ho (0, 4t) _ . / 1 . - l/A' /) . -l/A' Y’ 

T(«7t) + /K'b'lr) ' ll |.l/A'r 

aus III) abor orgiolit sicli durcli Division, wcnn dio olliiilisolioii Fiinotioiion mil doin Modal I durcli 
ijft, cn, haw hozoietmot wordon, nnd wonn 2 — ?</jr : A' gosolzl wird, 

■’S7i-.(22.4T) ^ ^ 

’ f .7',(22,4r) 

,7'» (‘>2 , .It) 

1 — |28a2;J/M ^d//ktH-2/AT/rtJr|.AY"' ba/l/w daH \'\//c' 

{(1 — Sa'^d/w) — 2l/A'drt« f/f' U/k-~i/A7 ' \/U(i Mu " ’ dan--\/li> ' 

VTl I /fan 1/,,. Ii-sauctiu 

d«?f-|'A' (l-|-da«)’^(('/rt«<-|-A')'^' ^ (l |'//rt»)(A'' l-f/rtK) ’ 

Ilior ist dio tiriiaso M noch zu bostinnnon, doron Einfdlirung im 55 luollvirt ist. Wir or. 
halton diosolbo, wonn wir in dor lotzton (llolcliung u — 0 sotzcii, was orgiobt 

VII) 1/1)1/==. _1~A' (l l't/A')-^ 

viij i/ti./ 2(Id-/O(l--A0 2 ’ 2 ‘ 

Sind 4Si(, 2«'S' dio Poriodo dor Funotion Sow, so ist 

VIH) = (l-hl//fO'^A’, iP - (1 iV/fOV,'', 

Ist A rooll iiud oinigormasson kloin, so ist I soltr kloin; dio Tliotaroilioii, in donon --/* fllv q oin- 

innvftvwii'on natHrlich viol bossor, woraus dio Nllt’/liolikoit diosor Translorinalion aiigousohoinlicli 

on wir zum lloispiol boim Pendolproblom an, os orliobo sich das Pondol bis zu dom 

, 80 dass oino ganzo Holiwiiigung oinon llallikrois duvobliluft, so ist. 

--.i/r //,tj,y = 8,()350:]— 10, ///q = /(///it=;i,54252— 10, q --- 0,(l()0()0()3488. 

schon Roohnung mit siobonstolligon Lognritlimon wird man niobt bios 2q'', 

igon dllrfou. Dio Scliwingungsdanor ist (nUliorungswoiHo) 

(1 -I- |//f')i =.= 4^r (1 -I- 2 ii)‘i J \/ffXl H- 1/ r)'i == 4 (1 + 4 q) ; l/// ( 1 f f/ ' )! . 


^ fia 71 ^\' \/fc‘ 
fc-mu ca n 


vansformation viovtor Ordnung. Ini /r>l/,y , ho kann niun Bich oinor 
^olcho zwav oin roin imaginiiros Argiunout oinfdhrti abor gloichwohl sobr gut 
iOchnon mit siobonBtolligon Jjogaritlunon, odor fiogar yfObnHtolligoi% schon 



§§7r>-70j HI 

voviuvcliW 88 i{?t wordoii diirl. Hctz). luuii /.' uu Stdllo Vdii mi orgiobt die GloidiiuiK VI^ dos voriffon 
paragraplion uiid dio 'I'riiiiKimiinilioiiHionmi! IV) doH 7 (l dio nouo ^ 

(1 I > /, 

1 ■!' \lk ' ^ ''‘■'0 (/*■• I -f/'Uw, /.')) (ca H i -|- du ui) {kcuui^^uij ’ 

wo *'«?« don Mndtd k Inil. 

Wonn iiiau u diindi >n <nwi 1 /. 1 . iind sJok lllr .vrt(H,I) mdirciltt, wo t=- (l~l// 0 '^;(l-|-l/ 70 M 8 t 

1 ) an ; /(I i l/APa ' ... (I'hi// 0 “'W.« . 

I t//i ('■'* n I ila «) (i/rt « I A' (ui h) 1 • | • <:« « da u — /( j j * 

Dio rochto Hoito IhI. Null I'dr u iA‘, also ial .U'- • ; (l -M/ApA''. Duh ArKuniont int alHO imaginai- 
abor (1 M ho kloiu, dami if meld, oiiimnl aid' dio /.oliulo Doc.iiiialo ciuoii EiidluHH hat, wiliald k>\/:^ 

ist, '/mv boquoinoni Uoeliuuiijv hoI/.o inan ^ * 

.. 


(1 i^mn. 

* * 1 U sn’i u ' ' ^ i i J 


so H 


iUf n thi u 
I A stt'^ u 

2 mv'^l.r ' I 

* " 1 ‘ I • v.a a (Ui u - • A ' 


ao" .!, /(I I !• A)-i/ ’ I ///'■* ; ij>, I'a- /{i |•^/A•)■‘'« i 


ba 


' I I /■•*» 1 I I I//) '-'’ ‘ (■(l•IM/A)•/l' 


(:•;;)'« 


Zwoiwortliigii l'’iiiic(iiiiii'n vein (icsi'hli'clil; Hiiis uiiil iliro lutogralo. 


tj 7 l‘i, Don raUoiialoii Fiiarliuiioii wild oiiio ali^oliralKc.lio adjungirl. Dio vonuif- 
goliondou IJuloiMuolniiigmt IiuIimi iIuhh joiln dii{i|ioli |ioi-ioi)im>hu I'liiiolioii iiiit don I’oriodou 

Wi' (lurch .S'Od mid mid ji-ilo t'lnifiion mil don I’oiiodon ‘iA', 2i/i' dmcli .s'i(u) iiiul (.vs(h))'=! 

26 '(tt)A"(w) vtUioitul dmgoHlolit wonlon kami. Holzl man ,s‘(«) . z, ho IhI 

V(Mi . ,V|iii .V ,s'(ii)j (1 j'l) (I A'^’-), 

odor BOlzt man A, (.‘>"(id)'‘ 2 .s*inia ►•'''tiill/ACl • A)tl A"A),Hol)ildouBol«hodoii(ioUporiodiBolio 
Fiincliouon oin HyaUnu vou lalimmliMi Kuiiotioiimi, onlwoilor von ,v and z odor von 8 uiul j, and liofom 
oinou iloroicli nlgoliralMoluir Kaiiotiimoii, dor den Horoieli dor ratioualon FuncUonon in nich hogroift, 
ftlso lunfaHHOmlor ihI, Dor ({rrnom : iat die ulgehraiKotm (!riiHHo .vwal,/(l»--’Z-)(l — A'^?*), odor dorGrOsfio 
dio nlgoliraiHclio (liilHHa p a (1 aK* ■ ■•A^^) adjungirl. Dio rnlionalon Fnnclionon oinoH Holohon Groao 
paaroB bildoii oinon lUnoioli, dom wir uiih a|iftK'r nnr.ugolioiidon Orlliidon dan OoHoldoclit Eiuh zuscliro'' 
gogonllbor don ralimmton Fiinotimioii oinor einxigon OrundgrllHHo, donon wir das UcKolilocht Nr 
schroibon. — Ktolion /.wei nlgelirniHolio Uoreiclio, j, z und r, (, in oiiooindouligor llo/.ioliung za oinanaor, 
BO (InsB Hicli r and i hIh lalinimlo Fnnrtimien vtni s and j und iirngolcolirt s and z alH rationale 
Pimctionoii von r and t clarHlellon Iiikhou, ho wollon wir dicHO Horoiobo coiigruonto uonnonj jodor 
Fmiclioii do« oinon noreirhoH t‘nlK|irifbi eino oinzigo don andorn, wolebo zwar oino Mannigfaltigkoit von 
DarBtclIungon zidiiHHcn kuna, die alinr nur identiHobo Tran«formntionon von oinandor Hind. — Solzlman 

< C > A, I ; (C /.;) c; -- (A-, ki fi) i (I - 1 *), 

0 /.| ) 1 1 ,’ »“-* Aj) ^ A'jip (C A'l) I {C - Am j = 5 =^' ( 5 ~~ A'j) /) 
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[§8 <6-77 


so orkcnnt niau, dass die rationalon Functioiion von o imd g sioh durch dio Grosso / ulloin rational 
darstellcn lassou, und dass umgckclirt allo rationalon Funetionon von t rational durch (f uiul i; dar- 
Btollbar sind. Dor Bcroioh o, g ist dom lioroiclio I, doin gowohnliclion Horoiclin rational or Funetionon, 
congruont, — Dio boidoii Iloroicho s, z und 8, j sind nielit congniont, da KAvar ^ — z\ S — « . ,v ist, abor 
nioht lungokohrt s und z rational dnrch 8 und j ausgodrUokt wordon kdnnon, wio dio Funetionon von 
S^{u) nnd Kwar dio Poriodon 4/f, 2j/r' liahon, abor dio Funetionon von .S'(«) und iS'{u) nicht 

allo dio Poriodon 2K, bositzon. 

Dio Untorsuchuug oinos Boroiclios vom Goseldoeht lOiim lilul't dor Untorsneliung dor dojipolt 
pcriodischon Funetionon gowissorniasson jiarallol und ist zur gonauoron Konutniss dor lotztoron un- 
orlilsslich. Daboi kann man sich auf oinon solclion algoltraiacliou Horoie-li lioselirilnkon, in wolchciu dio 
oino Grundfunction oino nur zwoiwortliigo algobraiselio Funeti(ni dor ainlorn ist. 

Wonn wir nun al.s algobraiselio Grundgrbsaon .v, z solelio wiildoii, in douon s vou z durch dio 
Gloieluiug ahldlngt .v == -- -- /f;,) (z - ■^i), 

so konnto os als nicht sacligomtlHs orse.hoinon, dass dio z adjnngirto algoliraiseho Grosso .v von vior 
Parainotorn /(‘i, /Oi, /fj, /f.) aUhilngig goniaolit ist, wtlhrond man doeh durch dio lloziohuug 

t — ~- r —• (vz -o)^v z ™ — , , , .V (r/ •»)■;• 

durch passondo Wahl von «, /?, y, d oinon eongruonton lloroieli ?•, l liorstollon kann, in wolelioui dio i 
adjnngirto Irrationalitlit r nur von oinoin Paraniotor abliilngt, wolelio Transfornialion dos Iloroiehos 
tlbrigous UU8 spiltor boBchiiftigon wild. Da os Jodooli nlltzlieh ist, <lio z adjnngirto Irrationalitilt bald 

in dor Form i/(t — z2j(i — anzunolmion, bald in dor Form [/^(l . 2)(1 wolelio boido als 

spociollo Fiillo in dor Allgomeinon \/\z~k^\z — k<i){z~~k'^{z--~k.\) oulliallon sind, uud da fllr oinon 
groBSon Thoil dor Untorsuehung das ICingohon von vior Paramotorn in diesolbo dureliaus koino Com- 
plication init sich bringt, so botraohton wir znuHelist dou lloroieli .v, z, worin 

.v-l/(z-A.)(z k-iW /G) 


ist, woboi dio A als von oiiiandor vorseliiodon godaelit Avordon, Boll oiii A, z. 11. At, lllior allo Gronzon 
wtichson, so muss man s diireli s\]/~k\ orsotzou. Dnduroli, dass man x oinon eonstantoii Factor giobt, 
wil’d dor Bcroioh oflbiibar nioht golliidort. 



§§77—78] ■ 

r wio intuitiv klai- ist, oiiio Hokslio Dofonnatioii dor iniloho, wio kIo in §2 bcspvochon wuvde, wolobo 
v! VflrliilltniHHO doH /aiHammonhttiiKonH uuvoWlndort lilsHt, uud dn dio Flftcbo mit don DuvohaetzungB- 
r ion — 1, — l:/f a'» droifaoli '/uHamnicnbilni'ondo im § 58 orknnnt wimlo, nls oino sololio, dio sioli 
oh-oindoutig auf dio 01)Oi’lliloho oiaoa kdrporliolion oin- ^ ^ 

faclion ilingOH Imzlolion Irhho, ho iHt diOH nuoh nut dov Ic, f 

hior dofinli ton FUlolio T dor Kali, «nd hIo wird dumb oin / \ V 

Paar von nioht KorHlIlokolndon QuorHobnitton in oino om- / \ \ \\ 

fach zuHanunonbllugondo r zorlogt, wlo dioaoH 1‘aar auob / ^ 

eowfthlt wovdon inllgo. Auh dlosom (Irundo angt nmn, ^7 ~ \ \ \ \ 

Ik BOi vom (iowddoobt lOinn, und dobut dioHOH Kpitboton / k, J J 


auf dio in T oindouligoa Kunotionon auu. /lolit man alHO 

Kuorst oinon 'f nicbl; zoiHllKdcoIndon QuorHolmiU (gonauor •!» 

Riiokkoln'Bolinitt) «, dor In nobonHioboudov /iOiobming im 

untoron Blatto godaobt und doHbalb pnnklivt gogobon int, and bozoiebnot das Ufor, wolohon boi dor 
7imriolitung zur Linkon liogt, uIh duH poHilivo, ho kiinnon wir nun vom positivon Ufor yon a anfangond 
oinon zwoUon uudil, zorHiUokolndon (iuorHolmilt h zoic-bnon, dor in dor Kigur anfdnglicb punktirt ist, 
dann Ubor dio DurclmotzungHlinio kj(.i wog iuh oboro Hiatt gobt, und doslialb yon da an in dor bigiu 
auHgozogon iHl. Hodann Ui.or A^/r, Idnwog winder inn untoro Blatt golangt, und von da m dor Kigur 

wiodor alH punktiiio lunio in ti in dom dom ^ ^ 

AuBgangHpunkto auf dom nogalivon Ufor von « ic, 'XX 

gogonlliiorliogondon i’linklo omlol. DorHolmitta y ^ 

flllu't vom nogalivon Ufor von h aufH jWHilivo. / \ \ '\ \ \ 

UasH duH QuorHcbnillpaar a, h, wolohoH T in P / / / ^Vi- \ \ \ l\- 

vorwandolt, dio KKlidm niidil zorntllokoli, orkonnt / / / \ \ \ | 

man darauH, dauH man von oinom I’unkto auf j ; ^7" -b- i? 'V' \ "X i \ I 

oinom Ufor dioHor Linion zu dom gogontllior- \ > \^y.' J / 

liogondon auf dom andorn golangon kann, obuo *7 

f zu vorlaHHon, indom man don oinon l*unkt "1777771777777^- - 

bnmor lilngH dor Imidon CiuorHobniKo, (dino uio ^ 

zu llborHoliroilon, fortmiirt. Dio Imidon Ufor dorHOlbon bildon zuaammon oinon omzigon ^ ' J®' 

Zug. ObonHtoliondo (zwoilo) Kigur zoigt, wio man das QuorHcbmltpaar auob andorB w lblon kUnnto 

08 UlBBt Hicb auf unondlicli violo vorHC.biodono Woi«on zlohon, abor iminor iBt ob 

T in oino oinfaoli zuHaminonldingomlo KKlolio vorwandoU, woll dioso KigouBObaft dom 1 S 

zukomml. DiOHorKigonHcbaft ontHpriolit in dorTlicorio dor doppo It ponodiHchon 

Baobo, dasH oin Elomontarparallologramm auf unoiuUiob violo vorHcluodono Arton gowilhlt woidon kann. 


Ct 




§ 78. Dio Kunotionon dos lloroiobos s, « sind in T 
wortbigon Kunotionon Bolcbo, wolobo niobt in oinzolnon Puuklon von T, wio smz m 
violdoutig Hind, alBO Kunotionon vorstolion, dio nirgoiul oino sogonaimto woBontliob 
darauf macbon wir bior nocb oinmal bosondorH aufmorksain. -- Dio Kuno ion s uiu ® j . , 
von A- und « ist in T oinworthig, odor ist, wio man sagt, ^ y \ 
vorzwoigto odor in T oinwortbigo Kunction gobBrt dom Boroiobo s, z^an, mt o ationalo 1 
« und Eino Hoiobo Kunction kann niobt in unondlicli violon l unktou ^ °bs w 

Punklo Unondlicb milaston oino Gronzstollo bositzon, uud dio 

BinguUlro Btollo linboii. Sio wird alHO nur in oinzolnon lunkton unondlicb gioas m om o 
vvordon. Wflhrond abor dio oinworthlgon Kunotionon dor z-Ebono, dio 1^““ 

itnmor nuv ganzo Orduungoii doB Uiiondlicbwordons und Verse iwim 0118 zu , Hoiromlonl'i 

nalen KunclLmn von . uud z andoi B. Dio Fiinclion 1 1 . wird in don llbov /r„ A,. A„ A, hogomlon 1 1 

A n 


Tliomfto, ThcUfiiivctlonon, 8. Aull. 



(ler FWche uuendlich gross in dor -^ton Ordnung, indesson wordon wir oino soloho Zilbluug dor Ord- 
nungon in T einfilhron, dass aneh diese Ordnungou ganzo sind, 

Dio Function |/2 — hat in dor z-Ebono, abgosohon von zwoi speoiollon Punktou 
(Iborall zwoi Werthe, donn alio iliro Wertbo fllr oin gegobonos z sind in dor Form onthalton ’ 

wo n oino ganzo positive odor negative Zahl, und \/'z^~k^ oinor dor moglichon Wortho ist. Dio Vor- 
zwoigung dos Logarithmus ist belcannt. Aondort man z stotig, dioso Grosso von oinom Anfangswortbo 
odor Anfangspunkte lilngs oinos beliobigon Wogos, dor imr don Punkt z = uioht trift't, in dor Ebono 
zu jonor Anfangslago zurflckfdbrond, so liat sicb dnboi l(j{z — 1^1) nm 2Mfe vormobrt, wonn diosor Wog 
dio Stollo kfi «-mal iimkroist, wo n positiv ist, wonn dor Punkt in positivor llichtiing umkroist ist 
und wo n nogativ ist, wonn dio Umkroisungen nogativo waron, Es goht also \/'z — kll in soinon noga- 
tivon odor ontgogongosotzton Worth tlboi', wonn z stotig anf oinom Wogo abgoiliulort wird, dor ku oino 
uugorado Anzalil von Malon, gloicbviol in wololior Bichtiing,_ umkroist, (lesson B(!boinbaro Grflsso von ku 
aus gosobon oin imgorados Multiplum von 2 je ist, und \/z — ku bloibt ungoJlndort, wonn dio Zalil dor 
Uinkroisungon gorado ist. 

Das Product vior solchor Wurzoln, dio Function 


j = l/(z-~/f ,) (2 — /r 2 )(x — /faKz^i) =. e-m^-h)-Vllo{t-lc-A)-V\lg{z-k3)-V \lg{z-~lu) 
bloibt ungoilndort, wonn man z anf oinom Wogo zii soinom Anfangspunkto zurllckf(l!irt, sobald dio 
Summo dor Umkroisungon diosos Wogos urn jodon oinzolnon dor Punkto A, . . . A,, gorado isf, und goht 
in soinon nogativon, soinon ontgogongosotzton Worth (Iboi*, wonn dioso Huimno ungorado ist. 

Logon wir abor statt dor z-Ebouo zur Iloprftsontation dor Worthopaaio .v, z dio liioniann’solio 
Fltlobo T zu Grundo, wio sio im § 77 bosebriobon ist, so ist orsicditlicb, dass, wonn dor Worth von s in 
omem Ubor oinom bostiniinton Punkt dor z-Ebono liogondon Punkto oinos boslimmlon Illattos gogolion 
1 st, und wonn man z stotig in dor z-Eboiio, llbor dor T liogt, liorumfdlirt und a- stotig init diosor GrOsso 
andort, auf oinom Wogo, dor in dio Anfangslago von z in dor z-Ebono zurllokkolirt, — so ist orsicbtlicb 
(lass (br dardbor liogondo Pnnkt dor Kiomann’schon Flilcbo obonfalls zu soiuor Anfangslago in dom- 
solbon llatto znritokkohron wird, wonn dor Wog dio Punkto /r„ k,, k,, k, zusammon oino gorado 
"-1,1 von Malon umkroist, dass or abor soino Endlngo im corrospondirondon Punkto dos andorn 
lindon wil'd, dass or also nicbt in soino Anfangslago zurtlckkoliron wird, wonn dor Wog dio 
(, bis /f,i zusammon oino ungorado Anzahl von Malon umkroist. Man wird also diosom zwoiton 
(lor t bor domsolbmi z liogt als dor orsto, don zwoiton Worth von ziiwcison kOnnoii. - Einon 
Duroligang oinos Wogos duroli oinon dor Punkto k muss man vormoidon. 

Wird donmaoh oinom beliobigon Punkto llbor dor z-Ebono orstons in jodom lllatto von T obon 
Worth vonz, zwoi ons in oinom dor boidon Ublltor oinor dor boidon mOglioiion Wortl.o von a- zu- 
5011, so iBt diosor lunkt RoprJlsontant oinos Worthopaaros s, z. Aondort man min don Ort diosos 
s stotig 80 , dass or stots m domsolbon Jllatto bloibt, abor auf boliobigom Wogo, so or), tilt a', wonn 
Isso mitz zugloich stotig- goaudort wird, in jodom Punkto diosos Blattos oinoa vMlig bostiniinton 

Wi,uluil|l;»|„mkto t, 1,1, /,, .tots oino 

W on Zdo. Z^il' r k ■"?? e ciorFnnclion. odor .lo» Horololio. o nonnt Slotig 

oLtaeCSinfo oli *" voiaolnodonon Uforn oino? 

Toil oitiondor voraHiind™! wfn * MitsogonsMoteto, nlso urn oino ondiieiio Sriloeo 

o.i....!T^ ">»" « «»»r illo Diirctaoteunsoiinio in do, woilo Diall 

“ZLudt Vnkt. ‘ ''»'■* ' «»’’ '>“■ Wortho im oo,^ 

dan^n don Punkt z im fvvoitif ® vorsobiedonon, iiftmlich ontgogongosotzton Worth. Fllhrt man 

on Blatto herum zu jodom Punkto dossolbon, so bat dort jf wiodor stots 
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§§ 78-80] 

oinon vCHil? liCKliinintxiii Wordi, uinl alio Wcrllio bildon oin Syatoni von Wovtlion, wolebo don zweiten 
Zffoig von .V odor <1oh Htn-nicliOH x, 2 conHlitniron. .lot/.t ht die Function s odor dor Boroicli s, z, odor 
os sind dio boidoii 'Avoigo von .v vollig cindouliK nuf dio I’unkto von T bozogon, so dass jodom Punkto 
von 7' oin Worllioimar x, 2 , nnd ningckolnt jodoin Worllioimnio s, z oin Tmikt von T ontepvicht. In 
don I’unkton k\, l>i, Au, h oind <li(> /iWoigwortho von x niclit von oinandor vovsoliiodon, os ontsprioht 
ilinou alior anoh uiir oin I’linkl vou T. (iolit nitui urn oinon diosor Punkto honim, so golit oin Zwoig- 
woi'tb von X ill don andoni llbor, wohIihIIi dicso I’ankto Vorzwoigungspunkto (odor Windimgs- 
jninkto) von IioIhhoii, iiinl dio Worllio /.i, A-„ /••;,, A-., Vory.woignngswortho. Uoi)Ov dio Durclisotziings- 
liiiicn HOizon Hioli dio Zwoigo nlolig in oinandor fort, dio Zweigo odor HliUtor dorFiadio sowolil, als dio 
dor Funollon x. 


^ 7‘.l. DarHtidliuig dor Fnnolionon don HorololiOB .v, z, Dnss jodo rntionalo Function 
von X and z in T ohiworlbig ini, Hlr jodon Pnnkt von T vdllig boHlimmt, bodarf koinor Erlilutorung. 
Dio ralionalon Knnclionon vmi .* alloiu Imlion in (Iboroinandor llogondon Pnnkton gloioho Wortho. Dio 
DiU'Hlollung alior oinor rutioimlon I’am'lion von x nnd 2 ist cino nuinniglailigo, and man kann dalior 
daranf bodaclit Hoin, oino niilglitdmt oinradio y,n wllhlon, ZnidloliHt wird sicli oino sololio Funelion in 
dor Form <iarliioton 


/•(.v, :) (./« i •./. .V I •.-/j.v" . . . •l /l.nv") : (/Ar l-^i -h . . -h A?....?”'), 

worin dio A niiil // gnn/.o (rutioimlo) I'kinotionou von z Hind. Mniliplicirt man Zllldor nnd Nounor mit 
,A‘() — Ji[S \-H'iX’^- />s\x'' \ ... i ( nnd ordnol dann wiodor Zftidor und Nonnor nach Potonzon 

von X, Ko onibllll ibo' Komior mir nocli gorado Potonzon vou x, nnd dioso mini Hilinintlioh ganzo Funotionou 
von 2. Dor Nonmn' int dmunaob oino ganzo Fnuolion von 2 naoli diosor Operation. Wird sio mit 
fir'|)(2) lio/.oiolmof, HO gowininni wir dio Form 

/'(x,:) -- l{r„ | tV''' .. . -'b 

EvHolzl man wioilor im /llldor dio goradon I'otonzon vou x durcli ganzo Fimotionon in z, so orhftlt 
man dio Form (td <?) !•■'■’ ^' 2 ( 2 )): A<‘i(z) i-A‘AA 2 (*)i 

worin Hi, fl-i ganzo Fnnclionon von nnd lii, At'a rationalo Fnnetionon von 2 sind. — In violon Fillion 
ist OH zwoi'kndlHHig, diimor Fnnolion dio Form zii gobou 

/(.V,2)|-»1 A‘,(2)|< „ , 


worin .v’JAj(j) nun olionfailH oino rationaio Fnnotion you z ist, nnd unssordom wordon dio rationalon 
Fnnetionon oft nocli duroli I'artiallirm’iiKorlegnng in oino Bimimo Hpociolloror Functionon zorlogt, docli 
davon Hpilior. 


§ Hti, l)io wio T vorv.woiglon Fnnotionon aind Functionon don Horoiohos s, z, Dio 
ralionalon Fimidionon doH lloroii'liUH x, z Bind uIh oindontigo Fnnetionon in dor Flilclio T orkann' 
wordon. Alior nnoli dor mngckolirto Hatz ist riolilig! dio in T oinwortliigon analytisolion Fnnotiont 
Bind rationalo I'linclioncn von x nnd z, Daboi iat allordingB znovst foatzustollon, was untor oim 
analyliHclion Fnnolion in T zu viuHtobon soi. In dor Uingobung oinos Punktos 20 in 2^, dor vo 

Afi) /fji hi vormdiioilim iHt, dor alior ancli oin unoiullich fornor soiu kann, ist dor Bogrill 
lyliflclion Fnnolion doiHollie, hIb dor oinor analytiHclion Funelion von z alloin. Es koramt 
oin Tlioil von T in Uolraolil, dor oin olionor ist, und dies glU fllr Punkto in jodor boliAhi- 
dor VorzwolgmigHHlollcn, Hclraolilen wir abor oin Gobict, wololios dio Uingobung oinos 
lu inkte s A-/* liihiol, ko bodcokl doBHolbo dio Ebono dojipolt.^ In diosora Gobioto ist 
1 / 2 — h\i. oinworlliig, und os iut aueli jodo Function Yon dorjjorin 

n. -u liJ£\\/z — ku 
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[§§ 80—81 

Roiho entwickoln lasst, wolcho [nacli [ganzen Potonzon von fortecliroitot iind luit oinov be 

stiminten positivon odor uegativon Poto nz bogin nt, oino analytischo Piiuctlon ini Pmikto kfi iionuon. Ist 
(lie Anfangspotenz die —nto, also ]/{z — — wo n oino gnuzo Ziild ist, so sagon wir 

dio Function habo dort oinou ?i~faohon Pol, odor sio wordo unondlioh gross in dor Jtton Ordmuig ia y 
far wolclion Spracbgobraucli noch woitoro Grdndo boigobracht wordon sollon. ’ 

Ist f oino in T oinworthigo Function, und sind dio Wortho dorsolbon in corrospondirondon Punktoii 
dor boidon BUlttor von P /j und /’2, so ist /H-/2 flowohl, als aucli f^ . oino in dor z-Ebono (Iborall 
oinworthigo analytischo Function. Ftlr jodon Worth von z, dor koin Vor'/woigungs worth ist, ist dies 
Bolbstvorstftudlioh. In dor Umgobung dor Yorzwoigungsstollo ist abor f' — R\{z) ■■[•]/ (z — lcu') Liz'] und 
folglich /•rh/i = 2A,(2), 

wo lii und Ri don Oliaraktor rationalor Functionon liabon, also sind dioso Ausdrllcko luieh dort oin 
wertbigo Functionon von Nach § 24 sind doshalb = 2/.(^), /i ./i -= /)/(^) rationalo Functionon 
von z, und os gonUgon /I, odor os gonilgt f dor quadratisohon Gloiohung 

woboi jodora Punkto von T wogon dor vorausgosotztou Eindoutigkoit oin bostimmtos Vorzoiohon dor 
Quadratwurzol zugohbrt. 

Ist Zi— y>/==i>(«)^(2), wo und 0 koinoii gomoinsamon Tlioilor inolir babon, so kann man 
Bohroibon: f.Q~LQ^-\/PQ==LQ~\-\/{G.ii^^LQ-\--S\/G, wo G nur noch oinfaoho Factoron out- 
hillt, also gloioh (z — «)(z — b){z—*c){z — <?)♦*,. gosotzt wonlon kann. 

Es ist nun zunilehst orsichtlich, dass von don Worthon a, h, c, d . , . koinor von A„ /(« A, Ai 
vorflohiodon soin knun, und dass also G{z) hilohstons voni viorton Grade ist. Uoiin fdhrt man ’z in T 
urn a horum, so wochsolt J/e soin Vorzoichon, f goht von oinom Wortho in oinon aiidorn llbor. Ist abor 
a kom Vorzwoigungspunkt, so vorbloibt dor Tr/lgor von 2 in doinsolbou Blatto, os wHido also / in dom- 
solbon Blatto zvvoi vorsehiodono Wortho annohnion, was gogon dio Voraussotzung ist. 

^ Androrsoits kann abor auoh koinor dor Factoron 2~A„ z~/c„ z~k,, 2- a., in G fohlon, wo- 
lorn niciit G constant ist, also woforn iiicbt / solbst oino rationalo Function von 2 ist. Doiiii fltlirt 
man 2, von 20 anfaiigond, oinmal urn oinon Vorzwoigungspunkt A/« honuvi, fllr wolclion oin outsprochoiidor 
I'actor 2~A^ in G vorhaiidoii ist, oin aiidormal uin oinon A,, horum, fllr wolclion in G oin ontsproohoii- 
dor Factor 1110 it vorhaudoii ist, so orhiolto man fllr oinou Punkt in T oinmal oinon liostiiiimton Worth 

woil sioli oinmal das Vorzoichon von l/tf lUidort, das aiidoro mal 
niclit llndort. Mithin ist 1/6’ = s, und f ist oino rationalo Function von ^ und 2, was zu orwoison war. 
— Sind dio Wortho von f in tthoroinandor liogondoii Piiiikton von T diosolboii, so ist f Holbst oino oin- 
wortliigo, also rationale Function von 2, 


• 1 J ^1; oinworthigo Punotioii odor oino Function dos Boroichos i-, 2 nimmt 

jodon Worth gloioh oft an. Es globt moliroro Satzo llbor dio rationalon Functionon von und 2, 
woloho don Liouvilioschon Slltzou llbor doppolt poriodischo Functionon viillig oiitspreclion, z. B. dor an 

Stohondo. Dio Function f von .v uud 2 gonilgt oinor Gioioliung von dor 
Foitti G{z)f — 2(?i(2)f-l-6'2(2)«=0, wo 6,, 6?2 ganzo Functionon von 2 Bind. Ordnot man imch 
Potonzon von z, so orhlUt man womi 2'" dio hflchatc in don Functionon G voricommoudo Potonz ist, dio 

woim dio 4, A ... /4, ganzo luinotionon von f hOclistons vom zwoiton Grade Bind. Fllr jodon gogobonon 
Worth von / hat 2, allgomoin zu rodon, m vorBchiodoiio Wortho. Es ist rIbo /'»= A fUr m Wortho 

InLnt r ‘ "'"i’ ' ' ■’ goliOi’On m Punkto von T, woil ira Allgomoinon in 

Uboiomandor hogendon Punkton yon T f nieht gloiohzoitig gloicli ^ iat. Hat abor dio Gioioliung fllr 

fj= f, oino doppolte Wurzol, onthitlt sio don Factor {z-z,)’^, so ist ontwodor dio Function in llbor- 
Z Punkton von T gloioli odor wonn dies iiioht dor Fall ist, bo mllsaon wIr aagon, 

um unseion Satz aufroclit zu ovhalton, / nimmt dort don Worth zwoimal an. Evniodrigt sioli dor 



§81J l)i) 

Grad dcr (Houtlunif? Hlr Hpociollo Woillio v.m /i, ko oiitKitrcchon dioHcn Wovtlion uuondlich fonio 
Punkto ill T, 

Wir wdllcu jcdocli ilio DiilorHiuilmu^^ uuhoich SaiKca gcniiuor iiocli hi nndoror Woieo flthron 
Esist /'--(/■■(?) l-^'(j).v): //W, 

woi'in <1, U gaiizo von ; Hind. Wir fitifton nun, wio oft idnnnt f don Worth ^ an odor 

wio oft verHoliwiudot dor AuHdrnok ' 

I ' In • = (/'’(^) • //(•)/o + ^'(z).v) : U{z) — (/■(^) h.v6'(/)) : H{z)> 

Dios klimito f^CHoliotion ftlr z- - 'x. W.'lro A' — ///^ voin (Jnulo, (1 voin r — ‘iton Grndo luid II 
vom (Jrado, ho wllrdo f ■/») wonii (j uni X I'hniioilon }!;ioHHar uIh dio I'WmHoro dor boidon Znhlon 
|K, p iHl, in don lioidmi unondlioh fornon l‘unklon von T 2-nial, iiIho zuHiuninon ‘ijl-nial vorHuliwindon. 
1st (I von V voiHoliiodon, ho wild nit'lior dor /i/llilor in doii boidoii iinondlioh I’oriion Puiikton un- 
ondlicli groHH in dor // lav/., v OrdmiiiK, .jo naolidoiii fi y-v odor j->/< iHt, und wild niclit in 

oinom dor lioidoii iinoiidlioli f'oriioii I'linklo noo.li oiunial niumdlioli kloiii, Hondoni vorHohwindol luir uocli 
da, wo dor /dllilor Null wild. Ilior/.n int. nolliwoiidi;^, diiHH 

'ftW = ■ (/(••) I A ^'(.’)) (/(?) • 'V '’•'(•')) : - h){z — k){z~ki) 

gloieli Null wordo, who tt//- ho/,. 2 >--iiml Hlallliat, mid oh kiiiiu dioKo Zald niclit durcli Forthobou dor 
blieliHloii I’olonzon oinioitrigt wordoii, woil // voii v voiHoliiodoii IhI. Abor doppollc Wortlio kdiuum vor- 
koninion, uinl /war oiitwodor dndiirob, diiHH / und oiiion {1:01110111011111011 Fuolor liabon, in wolcliom Fallo 
/•—/;, in llltoroinaiidor lio;i;oiidon I’unklon von 7 ' vorHoliwindot, odor alior dioHO Functionon liaboii 
koiiion {■■oinoiiiHiiiiioii l'’iiolor, diiun diiri; wonii / ■ joiio NuIIhIoIIo int, wodcr / iioob (i don Factor 
i — ballon, und oh kann von don lioidon l''orinoii /(r„) |- .v„h'(i„), niir oino vorscliwindon, 

woil iliro Hiiniino niclit Null mt. noiiinacli voiHoliwindol dor Zilblor von /--/;i niir in oiiioin dor boidon 
coriOHpondirondoii I’liukto von '/; und /.war ho oft, iiIh </»(:) an dor Htollo /„ vcikoIiw indot. 

Fiilll abor oin Worlli ftlr wololion /' /;, voiHoliwindol, auf oiiioii Voi7,wo%iin{-'H|mnkt /<■/<, so 

nuiHH /(z) - /'’(/) •//(.•)/„ don b'lu’lor .• k/, liahoii, niid dor Zflblor hat dio Form (z --/lv()/i(z) 

Dio Funotion /’ /;, niiuint daiin don Worlli Null t'llr i ~ kp oininal an, wonu <>{z) don Factor z — kfi 
iiiolit bill, und oh bat auoli </»(.•) don l'’aclor z kft nur oiiiinal. Dor an dor Hpilzo dioHos Paragraphoii 
stohoudo Sal/, wllrdo iiiolit aurroolit /.ii orhallon aoiii, wonii man niclit j/z — /r/<, Hondorn z — /<•/« als 
Hiiondlich kloin orotor Ordniini’: in /' aiiHolimi wolllo. 

lliilioii abor / /' /;,// mid doiiiiolbon (irad, isl ‘ > i', ho wild <l>{z) iin Allgonioinon 

wiodor vom 'ijr/ioa (Jrado noiii, mid mi {violil NnllHlollon doH T'lilhloiH von f — /;,. Wordon dio boidon 
Faotoroii / I .vh', l -sd I'ltr .* ■ \ niclit miomllioh groHH in dor/(i‘m, Hondorii in dor /< — (i'toii Ordiumg, 

HO niUHH aiioh ihro Smmno in doiHollion Drdmnig iinondlicli grosH wordon, und oh iiuikh ]{z) voin 
H — dhin tliiido Hoin, go'roii dio VorauHtiol/.iiiig. Kh kdiiiicii iiIko dio boidon Faotoron niclit /.ii{j;loieh 
in oinor iiiodorn aln dor //<"» Ordming mioiidlioli groHs wordon. Wonu doiiinach sioh in '/'(z) dio tf 
hboliHlon I’oton/.on I'orlliohoii, woiin </* vmii (//■ - il)t«ii (Iriido int, ho iiiiikh oinor dor boidon Faotoro 
in dor (/<- d)hm Onlnung iinoiidlich griiHH wordon, wllhrond dor andoro in dor Ordnung uuondlii 
groHH wild, und oh voiHchwindol diinii /'■ •/« oikIouh A-inal in boidon unondlicli fornon Pnnkton uii 
nooh (i-iiial in oinoni doiHoltion, /.uhiiiuiiioii ‘iA I fbnial iin Unondliobun. 

Null mag OH nnch 1 nial goHchohoii, dasH I s(i ]>' — f^ll-\~s(} mit 7 / ziigloich vormiliwiiKi 

Hind dio NiiIIhIoIIoii von /;, unaliliilngig, woil in dioHon Ftilloii h'-VsU auoli vorHohwindon iiuihh. Dio Nullstollon 
dorFunotiau /li also dio 'Ijt ho/,, ‘in von 0 uml dio ‘ii uiicudlioli fornon, dio zusannnon jodosmal 
2 {j aiiHiiiaolioii, odor wonn //< r isl, dio ‘i/m - d NullHtollon von 0 vorniolirt urn dio 2 i+d unondlicli 
fornon, wim wiodoruin 'ip giobi, wovon 1 otwa goinoiimaiiio, von ^ unabliilngigo gloiohzoitigo Nullstollon 
dofl Jillliloi'H und NounoiH ahgohon, mi iIuhh /.UHaminon f — ■/« 

'ip — I -lual 

voi'scliwindot, wolcho Xmlil von /;, gUnzUoh unubliUngig int, odor oh niinmt f don Worth /o, wolchor 
dioBor auoli Koiii mag, 'ip i-inal an, und oh nimml /■Jodoii Worth gloieli oft an, w, /,. b. w. 
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[§§ 81-82 


Ist /(, = oo, 80 wllrdo die Betraehtmig dadurch ku modificiron Hoiii, dasH iiiiin die Function 1 ; /^ 
imtorsuclito, wolclio Function jodon andeni Worth oboiiHo oft annimint, als don Wortli Null. Es wild 
domnach f ebonso oft unondlicli gross, als ob oinon andoron Worth annimint. VoiHchwindot/ — gloich- 
zoitig in Uberoinander liogondon Pmilcton von IT, so inllsHon I — s(l zugloicli, nnd os nillssen 

dahor zugloicli auch lliro 8ununo und Dillcronz vorBchwindon, woraus folgt, dass A' — ///„ und (I oinon 
gomeinBatnon linoarou Factor so oft liabon inaHsen, als dio Orduung iIch gloictizoitigon Vorscliwiiidoiis 
angiebt. fp{z) vorBcliwindot dort in dor doppolton Ziihl diosor Ordmuig, und unsor Howois orfordort 
keino Abfliidoruug fltr dioson Fall. — Mit diosoin Paragraphou vorglciclio niau § !U>. 

§ 82. Iin Hcroiobo s, z giobt os koine Fuiiotion, dio nur oiunial unondlicli groa 
will'd 0 . So wio oiiio dopjiclt poriodischo Function iiach don Ijimivillo’sclion Siilzon niclit (wislivt, dio 
nur oinon oinfaclion Pol im Elomontarparallolograium bositzt, ho giobt oh aucli in T keino oinwortliigo 
Function, dio nur oinnial niiondlicb grosH wllrdo odor jodon Worth nur oininal annobino. Soil f{z) = 
{F(z)-\-,iG(z)): ll{z) fllr^: — jzn wedor in doin oinon nocb in doiu andorn Hlatio nnondliob groHH wordon, 
obaclion dio ganzo Function .// don Factor z — Zf , bcsilzt, ho niuHH Howidil AX^u) l-.Vd als aueli 
i'Xzo) — Null Hoin, worauH diiroh Addition und Subtraction folgt, duHH nnd t,'(‘'o) Nidi Hoin 

mllsson, und dass also dio gaiizon Functionen A' und G obonfallH don hXictor z — boHit’/.on lullHson. 
Wonn domnach in dor DarHtollung von f dio ganzoii Functionen A’, G, // von gomoinHainon Factoroii 
bofroit Bind, so wird f sicbor (wonigHtoiiB in oinom dor Inddon liHltlor) da unondlicli groHs, wo dor 
Nonnor // vorBcliwindot. Fllllt dioaor Puiikt z,, auf oiiio VorzwoigungKHlollo k / t , ho uiuhh AX-’) don Factor 
(z — Icft) liabon, und os wird dann, wonn A', tV, // k<dnon gomciiiHamon Factor liabon, xG :{z - - k/i), und 
alBO /■(s,z) in jononi Punkto unondlicli groHH oiHtor Orduung. Sell /' nur in oinoin unondlicli fcrnoii 
Pnnkto unondlicli grosH wordon, ho iiiuhh folglicli dor Nonnor // coimtant Hoiii. y\uf dioHon Fall kiinnon 
wir uiiH abor bOBclirilnkoii. Donn wonn oino Funclioii /«(.v, 2 ) oxiHtirt, wolclio nur fllr .v .v,,, z = 2 o 
unondlicli groBH orstor Orduung wird, sc nimnit dioHO Function in don lioidon unondlicli fornoii Pnnkton, 
well sio jcdoii Worth nur oinmal annimint, vorHchiodoiio Wortlio an, doroii oilier /'"> soi. AIhiIiuiii wird 
dio Function f =\: (/«(*', z) — /^“O mir in oinoin unondlicli foriion Punkto unondlicli groHH oiHtor Ordnuiig, 
os oxistirt alao niilor dioHor VorauHBotziiiig aucli oino Fiinotion von s und z, dio nur in oinom uuoiidllcli 
fornon Punkto unondlicli groHH orator Ordmuig wird, und hat dio Fiirni /'(.v,z) W'Xz) l- i ^’(z), wo F 
und G ganzo Functiiinon sind. Man boachto, dasH /im(s‘,z-) fllr ontgogoiigOHotzto Wortlio hat. 

Ist F(z) vom /<toii Grade, (i> 1, bo kaiin 

zl* Z^ 2 ^' ~ 

niclit in boidon unondlicli fornon Punkton vorHohwindoii, woil HiiiiHt auch dio Suniiiio dor Wortlio 

vorschwindon nillssto, was niclit niiiglioli iat, wonn F vom /yion Grade iat. Folglicli wird /' wonigatoiiH 
ill oinoin dor boidon unondlicli fornon J’uukto in dor //ten Ordming, dio grcHKcr iiIh dio orato iat, un- 
ondlich gross; in sololior Form oxialirt also koino Function, dio nur oinmal, d. Ii. in oinom l^iiiikto, 
iinondlich gross orator Orduung wllrdo. 1st abor ,A'(z) vom orHton Grado, und Holl (AXz) : z)-|'(,s'A'(z):z) 
in oinom dor unondlicli fornon Punkto vorschwindon, bo iiiiish G{z) Null aoin, woil obon s\z in boidon 
unendlioh fornon Punkton unondlicli grosH wird. Und so nillssto /’ dio Fcnii liabon f^-F{z). Dioso 
1' unction wird abor in boidon unoiullioh fornon Punkton unoiidlich gross. Eh oxiHtirt doninaoh auoli in 
diosor Form koino Function, dio nur in oinom unondlicli fornon Punkto, und oh oxistirt doninaoh (Ibor- 
haupt koino rationale Function von s uiid z, dio nur oinmal unondlioii groHH orator Orduung wllrdo, 
was zu bow'oisoii war. 

Dor Fall f—{z — 2 o):(z— /f/j) ist niclit als AuHiialiino anzusohon, woil dioso Function nacli 
iiiiBorn Dofinitiouon obon im Punkto unoudlieh grosH zwoitor Ordnuiig wird, 
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§ 83. 
loieht, oiiio 1'’ 


l)ar»lollu,.K oiuor KumUou „,U ^ 

I’unclKin Ku coiiHlnmon, dio iii zwoi willkllrlich gegobonon Piinkton z^a s~s !Z^ 
unonaii(*h groHH oiHCor Ordnung wird, und in 'Mvoi Punkton vorsohwindot, von denon tier eine 
,^.svt willkllrl.el. KOgobon wonlon kann. Wir noiinon oino aoleho Function oino Function zwoTor 
Orilniuig YOU s und z, Iliro Ilarntollung (indot hio in dm- F(»im 




und da dan .Ko»idumu von /' in don 


1 , z, z'i, s 
1) «, «*, *'a 
1 1 «, a\ — S(t 

1. (i. (>\ ™.v^ 


: (z — ft) (z — /!(), 


‘ /'0/'» 9U’ z ~ a boz, z~ (i gloicli 


Polon, odor Hm{z — a)/', lm{z- 

2i« ((?-«) («' •«) “«)(« ■«) iHt, HO oikonnt man sogloiob, dass die Dotonninanto Tes 

ZilhloiH niclit ulonliKoli vorHoliwindof. Man kann abor auch /' als linoaro Function oinor apeoiollon der- 
ai'tigon Function aiiHdillckon, nio in dio Ftn'in koIzoii 

* '0 • I" Ql - - ”1- sJz — ft) 

{z~‘u){z~()j 

worin dor Fiictor von o fllr dio obon gogolmnon Poio unondlich groan wird, und os Klsst sicii c:c' so 
oinrioiiton, diisH /’ olionCtiliH iin I'nnkto z^^u, voimdiwindot. 

Liogon dio lioidon 1,’nnklo ilnondtich iliioroinandor, so ist in /’==(/i-l- 7 ? 2 -|-C'z*-|-Z)^) : (z— «)* 
dor Zllhlor so oinznriciilon, dasH or in (ion lioidon lllmr « liogondou Punkton vorsclnvindot, was naoh 
vovigoni Paragraitli nnr inilgiicii ist, womi dor niit .v multiplicirto und olmimo dor von s froio Tiioil don 
Factor z- a iial, so (iass also /> Nnli soin, und dio Func.tion in dor Form (A'\-nz):{z — ct) ontlialton 
soil! imiHH. iOino F'linclion, tiio nur in zwoi llboroinantior liogondon Punkton uuondlicii gross wird, vor- 
sciiwindot auoli in zwoi (llauoinaudor liegtnuion Pmdeton, dio dio unondlioli fornon sind, woim //-=() ist. 

Falion dio boidon Punkto iliiondiitdi in oiuon zuHainmon, so ist 


.v | '.v« i- 


c\ 


’ (5 

don Worth doa j)in(n(nilial(|Uolionlon tlsuh I’dr z >« a bodoulot. Uaa orsto boz. zwoito Rosiduum 


ist ’iw;, und 
Fiudoron 


2c, V,,. Man kann dioso Function auch als Product zwoior 


wo s 

dioHor Fiimtlimt in ilir(nn Ptd 

Ftmetionon diirNlollon, V(m dcHson Fiudnron dor oino dio Polo .v„, «; /!/, dor aiidoro dio Polo 

y bosilzt, witiinnid dio oralo don I'nnkt Sy, y zu oinoin NuUininkt, dio zwolto don Puukt so, (i zu 
omom Null|iunkt bat. 

Da (Vino Funcliun von .v und z inindcHtcns zwcitoi' Ordmmg ist, jodon Worth mimlostons zwoi- 
nml anninimt, also, wonn sio zwuitiial nmmdiicii grosa wird, auoh zwoimal vorschwindot, so wird dor 
Logarithmua oiimr Fuiiolion von .v und z mindoatona viormal (logarithmiach) unondlich grosa. 

Dio Jtcaidnon dor Function /' in ihron boidon P(don aind niclit von oiuandor uiiabldlngig, Divi> 
dirt man / duroli .v und voobnol dio WindungH|iunklo (wonn a odor |9 niclit auf sio fallen) uiolit zu don 
Polon, HO ist dio Huiiiiiio dor Koaiduun in ihron Poleu Null, sio habon ontgogongosotzt gloicbo Wortho, 
niul woim /' mir in oinoin I'miklo unondlioli gross zwoltor Ordiiung wird, so ist das orsto Roaidmim 
vnn/is in dioaoin Punkto Null. VorgI, {JIM. 

Duroh ihro lioidon Polo und dorou Roaiduon odor violmolir, da dioso nicht unabhdngig von 
oinandor sind, diircli oinea iltror Roaiduon ist oino Function zwoitor Ordnuiig /"(^jz) bis auf oino additive 
Constanto, dio willkllrlich bloibt, boatimmt. Domi dioDifforonz zwoior solehor Functlonon klinnte, wonu 
fiio nicht oino CoiiHlnuto wdro, nur oiniiinl unoiitllich gross wordoii, was nicht mOglioh ist, 


§ 84. Function on ntor Ordnmig. Wird oiuo Function f dos Roroichos j, z in dona Punkton 
j', von iloncu auch oinigo zusainmonfallon kOniion, unondlich gross orstor Ordnung, 
80 klJnnou a— i Putiklo, nir woloho sio vorschwindot, willktlrlioh gowillilt wordon. Multipiicirt man 
nilnilich oino aolcho Function init oinor Function zwoitor Ordnung, wolcho in oinom gogobonon Null- 
punkto unondlich grosa wird und in zwoi dor gogobonon Punkto Unondlich Yorschwiiulet, so ist/. yi 
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eine Function, die nuv noch in « — 1 Punkten unendlich gross wird, und in n — 2 gogobenen Punkteu 
versohwindet, die eine Function n — Iter Ordnung ist. Diese multiplicirt man mit ciner Function 552, 
die in einem der gegebenen Nullpunkte unendlich gross wird und in zwoi Unendlichkeitspunkten der 
Function ffi verschwindet, so ist eine Function (« — 2)tor Ordnung. So filhrt man fort und bildofc 

nacb gleicher Vorschrift die Function A/)| 932503 ... die eine Function 2tor Ordnung ist, und die noeh 
in einem der gegebenen Nullpunkte verschwindet und in zwoi Punkten unendlich gross wird. Eino 
solche Function existirt, ihr reciproker Werth soi 9)„_i, so ist eine Constanto, und dio 

Function Const. : rpi 9)2 9)3 ... (p,,-! wird in den vorgosehriobonon Punkten Null und Unendlich. Daboi 
ist die Moglicbkeit nicht ausgosciilossen, doss oin Puukt Null irgend oiues Factors mit einem Punkto 
Unendlich eines anderu zusaramenfielo, und dio Function wilro daiin nur von dor (ji — l)ton Ordnung;. 
Dieser Fall wiire als eiu soldier anzusehen, bei wolohom das Residuum eines Punktos Unendlich Null 
ist. Verlangt man z, B. eine Function f dritter Ordnung mit don Punkten Unendlich s^^a\ 

und den Punkten Null ««, «; — BO wllrde f.{z — «):(2 — a) eine Function orster Ordnung;, 
und da eine solche nicht existirt, eine Constanto soiu. Das Residuum im Punkto .9^, j9 ist Null, mul 
die Function ist nur zweiter Ordnung, 

Eine Function wtor Ordnung lilsst sioh, wonn nur einfache odor zwoifaohe Polo vorkommeu, 
als Summe von Funetionon zweiter Ordnung darstollon, und sio ist auoh in Dotorminantenform darstollbav. 
Sie ist aber durch die Punkto Unendlich und n — 1 Punkto Null bis auf oinon oonstauten Factor, dor 
endlicb bleibt, bestimmt. Doim der Quotient zwoior Funetionon muss oino Function orster Ordnung, 
und da diese nicht existirt, oino Constanto sein. Vergl. § 39. 

§ 85. Dio Residuon. Eino Function »tor Ordnung von s und z ist durch dio Punkto Uii- 
endlieli und deren Residuen vdllig hostimmt, woil dio Difforonz zwoior solchor Funetionon ttborall oiicl- 
lioh, also constant ist. Dio n Residuon oilier Function «tor Ordnung sind jodoch nicht von oinandor 
unabhangig. Sind die Polo nur oiufach, so wird sehon die Difforonz zwoior Functionen rait dousolbon 
Polon und n — 1 gloichon Residuon constant, woil oino Function orster Ordnung nicht existirt. Durcli 
n — 1 Residuon ist also das lotzto vollstandig bostiniint. Bei Funetionon zweiter Ordnung ist dio IJo- 
ziehung zwischon den boiden Residuon nach § 83 linonr. Stoilt sioh die Function wtor Ordnung durch 
eine Summe von Funetionon zweiter Ordnung dar, otwa in dor Form 

/I -I- Ai 9>i (a, ff) -I- Ai (pi (I?, y) H- . . . -|- A„-i 9)„_i {fi, v) , 

worin s^, «; und Sy,y , . , boz. dio Polo dor Funetionon rp sind, so orkennt man loioht, dasB 
hier zwischen den Residuen obonfalls oino homogono linoaro Oloichung bostoht. 

Aber auoh zwischen den Residuon oinor Function dos Boreichos z mit hfiliorn Polon bostoht 
eino linearo homogene Relation, worauf wir noch zurllokkommon. 

§ 86. Der Cauchy’scho Satz fltr dio Flllohe Tt Wir habon fUr Funetionon f oinoa Ebonen- 
sttlckes, gleichviel ob einfach oder molirfaeh zusaminonlillngond, don Satz orwioson, dass das Integral 
ffdz Null soi, wenn es ttbor dio ganzo Begreuzung dos Stltokes orstrockt wird, und wonn dio Punctioii 
ira Innorn des Gebietos analytisch ist, woboi auoh Pole zublssig sind, woforn nur ihre ersten Residuon 
verschwinden. Enthalt ahor das Sttiek don unendlich fornon Punkt dor Ebono in soinom Innern, so 
muss dort in der Entwiokelung nach Potonzon von z dio — Ito Potonz fohlon. Es fragt sieh nun, ob 
und wie dieser fruehtbare Satz auf dio Riemann’soho Fliloho, also auf Funetionon dos Boreiches s, « 
ausgedebnt worden kann. 

Der Oauohy’seho Satz ist hier so auszusprochen: Bildot ein Linionzup; dio ganze Begrenzung 
eines Stltokes von T oder auch dor gesammton Flileho T, so ist das Integral J /{s^z'jdz, ttbor die gauKO 
Begronzuug des Stltokes odor dor gesammton Flileho T in gloichbloibondor Riohtung orstreckt, Null, wonn 
z'lBi Bereiclio s^z (oindoutig und analytisoh, olme wesontlioh singultlro Stellen) gohdrt, und wonn 
in jedom Poie «, auch wenn or auf einon Vorzwoigungspuukt fdilt, in der Entwiokelung der Function 
nach Potonzen von z — a der Entwickelungscoofflciont der — 1 ton Potenz Null ist, also wenn im All- 
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goinoinoii dio oiHloii HcHiduoii, in dim Voi7,\voif;ung;Hi)uiik(ou die zwoitoii UoHiduon Null Bind, In don 
unondlich fonum Pimkloii dor Fliiclio iilior iuiibh in dor Enlwickelung; luieli Petenzon von z dio — Ito 
Potouz foldon. ]Iilu(inor ititidi iiIh in dor iOltono kmiinil oh in 7' vor, duHS hoido Ufer oinov Linio als 
Begronzinig- m aeldon Hind. 

Eh wird imiiior \'oruuH(!,'OKotzl, diiHH auf dor Uogronzinig hoIIihI koino Pole liogon. Seliliossoii 
wir zueifit don l'’all huh, ilaHH I'tdo aiir Vory.woigmigHpunkto iallon. Dann fllgon wir dor Bogronzmig 
dOH PliteliouHtllokoH mmo Hogroii'/.nii/pedlleko liiiizn, niliidioli die lioidoii Ufor dor DureliHotzungBliuion. 
Von dioHon IJogroiizungHHldcUoii koininoii Jodmdi mir soleho 'I’licilo in Bolraelil., dio in das gogokouo 
Stilek von 7’ hinoinldUon, diomi IkihIoIiou alter iinnier ann Itoidon IJl’orn oinoH 'I'hoiloH dor DurcliHotzungs- 
linion, woim niidil. dio nrHitidnglielio |{ogronzniigKlinio oinon 'I'lieil oinoH Ul’orH oinor DurcliKOtziiugHlinio 
ontliillt, wolelior i''all (llirigonH diireli Ali/lndoriing dor DiireliHOtznngHlinion voriniodou wordon knnn. 
Dureli Hinzunaliiuo dioHor HogroiizniigHutllcIvo wird dan gogolamo (tohiot von T in oltono, oinfach odor 
inolnCueli zuHaniiiionliiLiigondo 'I'lioilo zorlogi, I'llr welolio dor Oaiioliy'Holio Hatz gilt. Eh ihI; uIho dnH In- 
tegral J ‘I' ^ iniinor in doiHollion itioblimg, ■/.. It. ininior in poHilivor l{i(!ldnng, lllior dio ganzo Be- 
gronzung orHlrimlit, iintor dor /' anrorloglon ilodinginig Null. Dalioi wordon dio gogonllborliogondon 
Ufor oinor DuroliHoIzniigHlinio iinnior in onlgogongoHolztor lUoblinig durehlauibn; ibiH Integral llbor dioHO 
Bogronznng'Hlboilo ini Null, and oh iut mitbin das Ini ogral ,/ /'(,'>’) -)(/’i Hbor dio iirnprllngliebo Bogrenzung 
orntroekt, Null, w. z. b. w. ilal /’ Polo in gowiibnliolion PiinkUm, in donen ilau ernto Homduuin niclit 
Null int, HO HidilioHid. man nio y,nn(lrbHl duroli oino kloino Boraiidiing uuh doin gegobonon BtUoko auB 
iiml bowoiHt dann gonati wio iin I k duHn dan Inlogral iiielil. Null id:, Hondorn gloieli dor init 2(> 
multiplieirion Kumnio dor oihIoii itoHiduon iol. In oinoin nnondlieb rornen Pnnkto nniHH Hiatt doH orHton 
lloHidiumm dor nogativ .gonmnmono (looClieionl dor — Hon Potonz dor Kntwiekeliing naeli Potonzon 
von z gononiinon wordon. Eino boimndoro Itotraebtnng abor ial nntliwondig, wonii oin Pol auf oiiiou 
VorzwoigungHpunkt /■ riilll, \Vir nobliotmon ibii ilanii obenfallH dureli oino Beranduiig a und 
zwar dureli oino kroinfrinnii'o ann, lioaebUm abor, iIuhh dioHo Boraiidung joiion Punkt k 
zwoiinal ningobon iuiihh, mdl aio ibn aiiHiielilioHiion. Sio boHtobl uIko auH zwoi KroiHon, 
dor oino vorliUift iin oboron Blallo, gold uni /■ liornni (Ibor die DureliHOtziingHlinio <1 
hiiuvog iiiH nidoro Ulatt und dm I wiodor nm k boriiin zuni zwoiUm Male (Ibor <1 liinwog 
iiiH (il)uro Blatt ziirilok. Dim Inlogral J'/Xs,:)(l: llbor dio gegebono Begronzung iHt dann gloioh dor 
Buuiino dor oiHton Ivimiduon dor gowbiiiilielion I'olo plilH doni Integral dorHolboii Euncliou /'(s,z) llbor 
dio Borandnug <i. IhI nun /' dmi dnroli dio Uoilio daiHtullInu' 
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Dim (Jauoliy’Holio Inlogral ini iiIho Null, auoli wonn Polo auf VorzwoigungHpuiikto falloin vorauH- 
gesotzt, duHH dio zwoilon ItoHiduon in ilinon vorKoliwindon. Odor allgonioiuor: dan Integral J f{SfZ)dz 
llbor dio ganzo Begronzung oinon StllokoH vmi T odor von ganz iinnicr in gloielicr Riclitiing orstrockt) 
dividirt dureli iut gloidi dor Snminc dor KoHidiion in gcwohnlichon Polon plus dor doppoUon 
Siminio dor zwoilon ilcHiduon in VorzwoigiingHjiunkton phm dor Siinuno dor oreton nogativ gononimonou 
HoBidiion dor Function in don unondlicb foriion Piinkton. 

'i’ll u 111 It 0 , TttotitriuiiiUwiiuiD ;i. Auli. 



98 


[§§ 86-88 


Soheidot man aus dor Fliloho T duroh Borandung oiiios Puuktos, in wolclioni f{s,z) koiiion Pol 
liat, oin kloinos Gobiot aus, so bildot dieso Borandung boz. durch ibro vorsoliiodonon Ufor sowolil die 
Bogronzung jenos Gobiotos, als aucb dio Bogronzung dor llbrigou Plilcho Z Da nun das tlbor die Bo- 
randung oi'Bti'ockto Integral J f{s,z)dz^ als llbor dio Borandung jonos kloinon Gobiotos orstrcckt, naoh 
dom Oauchy’scbon Satzo Null ist, so ist os aucb Null als llbor dio Bogronzung dor (Ibrigon Plllcho or- 
strookt, und os muss deinnaob dio Summo dor orston liosiduon, in don Vorzwoigungspiinkton dor doppolton 
zwoiton Rosiduen, in don unondlioh fornon Punkton dor nogativon orston Rosiduon von z'^m{i) Null soiu. 
Hat insboBoudoro dio Function fis,z) nur iin Endliolion liogondo, auf koinon Vorzwoigungsjnuikt falloudo 
Pole und ist im Unondliokon ondlioh, so ist dio Suimno dor orston Rosiduon dor Function f{s, z) ; s Null. 

Hioraus orgiobt sicb (vorgl. § 85), dass in jodoin Fallo zwisohon don Rosiduon dor Function 
f{s^z) oino linoaro bomogono Relation bostobt. 


§ 87. Dor Logarithmus dor Function /'(«,«), also lgf{Syz\ wiiehst urn so vlolo Multijjla von 2W| 
wonn dor Punkt z urn dio ganzo Bogronzung oiuos oinfacli odor niolirfacli zusainmonliilngondon Stllckos 
von. T positiv lioruingoflllirt wird, als dio Anzahl dor darin ontlialtonon Punkto Null dio dor Puukto Uu- 
oudlioh llljortriirt. Daboi gilt dio Orduung oiiior Function, dio wio \/z ~T( fllr z — k vorschwindot, wonu 
k oin Vorzwoiguugspunkt ist, wio schon iininor angonouiinon wurdo, als dio orsto. — Dioaor Zuwaclis 
dos Logarithmus ist nllmliob gloioh dom Intogral 

llbor dio ganzo Bogronzung orstrockt, und ist gloioh dor Bumino dor Rosiduon von in gomoiuon 
Punkton und dor doppolt gonoramonon zwoiton in Vorzwoigiiiigspimkton. Dio Untorsuchiuig dor go- 
nioinou odor unondlich fornon Polo untorschoidot sicli niclit von dor dos § 2(1, ihro orston Rosiduon sind 
gloicli don Ordnungon dos Vorschwindons dor Function /' und gloioh don nogativon Ordnungon dos Un- 
ondlichwordons dor Function f. Vorschwindot abor /' im Vorzwoigungspunkto k wio (l/z — /O'", so wird 
f'-.f unondlioh gross wio (z— A). Das zwoito Rosiduiun diosor Function ist also ht, Diosos ist 
abor naoh dom vorigon Paragraplion im Oaucby'sclion Satzo doppolt zii nohmon. Wllrdo /' in k un- 
ondlich gross /itor Ordnuug, so wllro ft nur ncgativ zu rmlimon, Da nun dio Hummo dor RoHiduon Null 
ist, so muss dio Zahl dor Punkto Null gloicli dor dor Punkto LFnondlioh soin. — Daraus IllsHt 8i<!h uoch 
oininal dor schon bokannto Satz sohliosson, dass oino Funotion dos Jioroichos *•, z jodon Worth gloioh 
oft annimmt. 


§ 88. Intogralo llbor goschlossono Zllgo in Z PoriodicitlltHinoduln. In dor Ebono 
bildot jodos Ufor oinos gosohlossonon Zugos dio ganzo Bogronzung oiuos Stllckos, und das Intogral 
oinor Function, dio in diosom Stllok dio Cauchy’schon Bodingungon bofriodigt, ist Null. Dies lindot 
in T nicht nothwondig statt. Dio Linio a in dor Figur dos § 77 auf Boito 89 zum Boispiol bogronzt 
duroh oinos ihror Ufor koin Stllck von T, wohl abor bogronzt sio durch boido Ufor zusaninion gonoramon 
dio ganzo Flllcho Z Das tlbor oinon solchon Zug orstrockto Intogral wird dahor im Allgomoinou koines- 
wogs Null soin, wonu auch dio Cauchy’schon Bodingungon in dor ganzon Flllcho T orflillt sind. Andors 
vorhlilt os sich, wonn dio Flllcho T durch oin Quorschuittpaar in oino oinfacli zusammonhllngondo Z 
zorschnitton ist, Jodor in Z vorlaufondo Rllckkohrsohnitt odor goschlossono Zug zorstllokolt 2'' und bo- 
gronzt domnach durch oinos soinor Ufor fllr sich, odor duroh das andoro mit 2" zusamniou oin Stllok 
von Z' vollstllndig, das Intogral llbor oinon solohon Zug ist Null, wonn dio Bodingungon dos Oauohy- 
sohen Satzos orflillt sind. Erstrookt man dahor das Intogral J f{^S)Z)dz von oinoin Punkto so, Zq bis 
zu oinem Punkto if, z auf zwoi Wogon, dio in Z vorlaufon, so niinmt das Intogral, wonn dio Oauoliy’sobou 
Bodingungon orflillt sind, boidomal donsolbon Worth an (vgl. § 14), soin Worth ist von dom Wogo 
unabhllngig. Bosohrllnkt man dio zulllssigou lutogrationswogo auf Z, so gonllgt fllr dio Bostimmung 
dos lutogralcs dio Angaho dor uutorou und ohoron Gronzo, dio Angabo dos Wogos solbst ist unndthig. 
Bositzt dio Function f{s,z) Polo, und sind dio orston Rosiduon dor Functionon /(j,«), niolit Null, 



i)0 


§§ 88-80J 

BO iTiuBH iiiiui nooli ('iiio wciloro /orHclinoiilini^' vonicliinoii, woiin <liiH Iutc{!;i’!vl voin Intogiationswogo 
ui,iil))i<i))gig wonlon noil. Mini voibimio jcdoii dioHcr I’oUi (lunih Liiiion /, dio im Innoni von 7" vor- 
laiifon uml wodoi- ni('li hoIIihI, iioc)i Hudi iniloroiniuidor mdiiicidoii, iiIho 'P niclit zorstllckolu, init dev Eo- 
gvcnKung von T iind biv/.nitdiiio din mi zorHc.liniliono Fliidho, dorou nogroiiziiiig nun dio Ufovptiaro dev 
nouon Idiiion mil cniliilll, mil Dann niiid I’llr dim Iiiiuivo von 7’* dio Oanoliy’Hclion Eodingungen 
wicdor orflllll, dim liilognil iid imv von don (ivon/.on, niobl voin Wogo iibliiingig, Holbni dioflor in 7'''* go- 
Willdt wil'd. I'>« IdirigoiiH niclil lilim oiiion Holobon i'ol gobon, wonn lliicrlunipt oinoii, woil das 

Iiitogi'al llbov dio ana don lI(i'.i'|niaron dor (inoiHolmiKo boHloliondo noriuidiing von T\ dcHson Eloinento 
in gogonlllmvliogondon rtmkion dor tiiioraolinilinror on(gogongonol/,l gloioli nind, Null int. 

Ym lioidon Soil('i) oinon <lor (iiioiHoliniKo «, h bill dim Intogral iin Allgomoinon vor- 

Bcltiodono Worllio, doron Didbrony.on liliigH oinoH iiiid doHaollion (iiiorHclmiltoH odor lilngH cinor Linio I 
eimutiiut Hind, woil dio iiitogralioimolomonlo boidornoilH dicHolbon nind, Dio DilVoronzon ilndoru nioh 
abov Hjn'iingwoiHo an don .Slollon, an dono-n Hloligii pariillolo l''orU'(llining doH IntogrationHwogOH luif don 
boidoii llfbrn in odor in '/’* niolil iniiglioli iaf, alao da, wo dio (iuormtlinillo Hioli nolinoidon, odor wo 
Linion / in dioaollion oinlauron. Soli oin aololior Sprung niobl an oinor Stollo oinoH and doHSolbon 
Quoi'HoliniltoH vorkoiiinion, no inl on ndlliig, and wir wordon diono Annaiiino ini Folgondcn inunor inivelion, 
(liiHB dio Diiiion / in oinon Solmillpnnkl dor Qiiornolinillo, a, h Hiinunllioli oinliiulbn. Dio Wortlidifforonz 
oincB inlograloH llingn oinon <|no.rnobnill(ni lioinid I’o rind ioilillaniodul don IntograloH. 

IhI dim oihIo Ivonidiniin oinon I’olon von /'(.v, r) iin I'linklo z x (I gloieli //, ho ist 

f'f[sy7)(iz inti' dotn ponilivon IJI’or ilor von ilini aiiKliiurondon l.inio / inn ‘i/jr// griiHHCi' aln auf doin 

luviilivon, nnd on iiinnn dio .Snmnio dor WorllidilVoronzon an ilou Ijinion /, wio dio Hunnno dor lloHiduoii 
Bolbnt Null noin, l''illll dor I’ol iinf oinon Vor'/,woigungiipimkl odor oinon I'unkt IJnondlioli, no Iritt oiiio 
loiobto Miniifioation oin. 

ISonil'/.l /(.v, .’) nnr oinfiiolio I’olo in don Vory.woigungHpimkton, nnd bcHilzl .v/'(.v,z) koino Polo, 
BO ini dan Inlogral in T (Iborall ondliob iind lioinnl oin Inlogral orHtor Gattnng. EonitKl 

/■(,!', 2 ) Polo, bonilzl abor wodtn- ({x, :) noob .v/'(.v, ,') oinfaolio Polo, no wild dim Inlogral J'fis,z)ilz in 
dioHon INilon nimndliob gronn wio oino ini lloroiidio x, z riilionalo |i'tni(!lion nnd lioinHl; oin Integral 
/.woilor (lallmig. Doniizon alior f(x,i\ .v/(.v, z) nnr oiiifiiobo Polo, ho wird in ibnon dim Inlogral wio 
dor Logarilliinnn oinor ralioimlon l'’unotion von z nnondlioli^ gnmn, and dim Inlogral lioiHHl oin Inlogral 
(Irillor (liilliing. Ini Allgomoinon abor wird dan Inlogral ./'/‘(.v, ?) dr miwobl riilionalo uIh logarilliniiHoho 
Polo onlliallon mid kann dann oin Inlogral gomiHoblor (laltnng lioiHHon. 

Sind dio PoviodioilillHiimdnln oinoH InlograloH y, woilor (laltung an don QiuirHclmiUon a nnd h 
Null, mi iHl dim Inlogral in /' oinworlliig und rolglioli oino riilionalo Funolion doH HoroioliOH x, z. Ana- 
log HIkhI Hiob abor niolil KtdilioHMon, dimii oin Inlogral drillor (IiiUnng olwii tier Ijogavllliinim oinor 
Funolion don Horoiolioa .v, noi, wonn ilio PorindioilillHiiKiduIn an u nnd h Wall Hind. 

§ Hit, Kinriiolmlo Inlogralo oiHlor anil zwoltor Cliittnng. Dim Integral ff{s,z)ih mag 
oin allgoinoinoH olliplimdiOH Inlogral lioiKHOn, F.h Iragt Hioli, ob man dio UntorHUolning donBolbou auf 
oino Itoilio boHondoiH oinfaobor b'iillo '/.urllokfllliron kiinno, auf 'I’yjion, dio nuiglioliHt wonig larainotoi 
ontlialton. Diiiioi wollon wir Kirn iiliolmto tiio Pariiinolor /vi, /r.^, /.'i iIob IloroichOH .s‘, x niolil zu don 

Parainotorn iIoh InlograloH ’/.iiblon. Fh zoigl aioli, iIiihh hIoIi dann ilio Integrnlo ciHtor und zv 
('lallniig anf hoIoIio nbno Pariuiiolor zarllokKlIiron liiHHon, wi'lliroud diOH Illr dio Inlogtalo diilloi G- 
niclit iidiglioli iwl. 

Soil dim Inlogral J‘fix,z)iiz I'llr koinon Wortli <lor oboru Groazo unondlicb groBH won 
darf dor Intogrand nur in don Vory.woigungHpnnktoii unontllioli groHH oi'Hlor Ordnuug woidon nn 
auBBordoin fllr nnoinlliob kloiu zwoilor Ordnung wordon (odor iin I'allo oin Voizwoigiuif 

ins Unoiidliolio mill, nnondlicb kloin tiritlor Ordnnng in 7', uIh Funotion von z in ^ to>‘ Ordmmg), 1 
also /'. A- llbonill ondliob, iiIhii onimtanl Hoin. Kh giobl dcHlialli nur oin tlborall ondliclioB Intogi 
oin Inlogral ciHtor (lattnng, niiinlioh daa Inlogral 


13 '’^ 
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f{\is)dz, 

imd jodos audoro untorscheidot sich davoii nuv durcli oinoii constautou Factor, don wir nielit als oinon 
Parameter dos Intograles ansehon, woil or vor das Iiitogral'/oicdion gOHotzt wordon kanu. Da nooh der 
Anfangawerth willkllrlich iat, ao ontlijilt daa Integral orator Gattinig zwoi willkllrliolio Conataiiton und 
iat in dor Form c*-\-cJ\\'.s)dz onthalton. 

Soil oin Integral zwoitor Gattuiig gobildot wordon, wolclioa inir oininal nnondlicli groaa wird 
und auaaor don Paramotorn doa Boroiclioa .v, z koinon nouon Paraniotor onthjlll, ao kann man don Punkt 
Uiiondlich auf einoii Vorzwoigimgapunkt z — /c/i lalloii laaaon. Wird ahcr oino I’linolion in oinoni Vor- 
zwoigungapunkto nnondlicli groaa orator Ordiuing, ao winl ilir I)illbrontial(|Uotiont nnondUch gross 
drittor Ordnung. Dor Intogrand /'(.v, z) nuiaa doalialb nach MuUiiilication nilt ,v oino Function aoin 
dio nnr im Puukto /f/< wio Const. ;( 2 : — Iqt) nnondlicli groaa wird, und ca iat doinnach .v./ in dor Form* 

(flz -|- b) : {z — kfi) = rt -|- {b -|- ! (- — /‘/O 

onthalton. Somit iat oin aolclios oinfachoa Integral zwoitor (.luttnng nocli woilor zorlcgbar, woil in 

dor orsto Tlioil rcclita oin Integral orator Gattung iat. Ala oinfaebato Intogralo zwoitor Gattung orgobon 
aioh donuiaoli vior, n.'lnilieli — /(j()s)dz, wo /i dio Wortlio 1, 2, :t, <1 annolimon kann, und oa iat 

koin Grand vorliandon, oinon dor Vorzwoigniigapunkto zu bovor'/ugon. Houolitoiiaworth ial, daaa oin 
aolchoa Integral ana doni orator Gattung durcli Didbroiitiation iiucli oinoin Vor'/.woigniigapmiklo orlialtou 
wordon kann. — Ha iat niclit niliglicli, daa Integral zwoitor Gattung oliiio ICinrillirnng nouor Tranacon- 
donton woitor zu rodueiron, nainontlicli iat ca niclit mdglicli, duHHolbo ctwa (lurch oino Snnniio ana oinor 
rationalon Function It von a’ und z iind oiiioiii Intogralo orator Gattung darznatollon. Donii wilro 

SO wllrdo A’(,v,z) oino in T oinwortliigo Function aoin, dio nnr in oinoiii Punkto nnondlicli gnma wlirdo, 
was nach § 82 niclit indglioh iat. 

Iat nun f{H,z) oino Fnnetion doa lloroiclioa .v, z, und aind dio oratoii lloaiduoii in don Polou 
doraolbon Null, und aind in don Vorzwoigungapunkton und doin uiiondlich Ibrnon Punkto dio oraton llc- 
aiduon you s/(a,z) Null, so lilaat aicli J'/'{it,z)dz durcli oino rationalo li’unctioii plus oinoin Intogralo 
orator Gattung plus oinom Intogralo zwoitor Gattung iiiit mir oinoin Unoudlioh daralollon. Dio Polo dos 
Intograloa und doron Kosiduon aind durcli dio Polo von /' vollatlliidig boatiiiiint, nur iat zu lioaolitoii, 
(lass daa Integral im Unondliclion Polo lialion kann, olmo daaa /' dort Polo bat. Fa Idaat aich oino 
Function (/{s,z) dos Boroichoa s, z fiiidon (§ Sd), wolclio gonau dioaolbon Polo ala dua Integral hat, 
und doron lloaiduon obonl'alla dioaolbon aind, auagonominon oin oratoa Uoaiduuiii In irgoiid oinom dor 
Polo. Boaitzt das Integral oinon Pol in oinom VorzwoigungHpunkto, doaHon oratoa lloHidmim iiioht vor- 
aoliwindot, so wilhlon wir z) so, dasa allo Ubrigon Koaidiion mit doiioii doa Iiitograloa lllioroinatiiinnoii, 
wodurch jonoa lotzto boatnniiit iat und iiii Allgomoinon von doni ontajiroolioiidun doa Intograloa vor- 
Boliicdon aoin wird. Sind abor dio oraton (und violloicht aucli dio Idiliorn) lloaiduon doa Intograloa in 
don Vorzwoiginigspunkten Null, ao Insaon wir trotzdoiu dio Function (/ in oinoin VorzwoigungHpunkto 
oinon Pol mit niclit vorsohwindondom oiHton Iloaiduiiiii boaitzon. Diuin kdinion allo Ubrigon lloaiduon 
mit (lorn doa Intograloa gloich angonomnion wordon, und oh iat 

J\f(K,z)—{/(s,z))dz, 

wonn o' dor totalo DiiToroutialc^uotiont von g nach z iat, oin Integral zwoitor Gattung mit nur oinom 
Polo in oinom Vorzwoigimgspunkto, otwa in k/,, und also in dor Form 

,, , , cJ\li{z — kti)s)dz + c'J\\>,s)dz 

onthalton, Mitlnn hat man 


Jfis, z)dz==o {s, Z) + dz = 0 (,y, z) -|- of . -|- o'f — . 

{z — /qi)s s 
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Dio (InlHson i: mid <■' krmmm imtllilicli in H|H>,c,iol!on Killlon voi'Boluvimlon. — Dios ist ein prin- 
ciiiiollos UoHulliU, I’nilvtiindm Mollmdi'n ziiv l!(«lii(!tion koUou f,m{j;olmn woi'doii, wemi fllv s oino so- 
(roimniilo Ntn'iniiK'iinu ()in{;(dHlu’l wordoii isl. IOh isl. olmo woilovoH oiHichtlioli, dass man oin Integral 
Mvoitor (latlung liildoii kiiim, mit Itolioliigen I’nloii mid Imlioliig vorgogolionon Uosidnon, und da man 
(iomHollion imc.li oin Inli'gnil ornlor (Jallimg kiir/.ul'llgon diirf, ho kami anoli nocli oiuor dor boidon 
ForioilkiitiltHiiindiilii, mo (iiimnoliiull. a odor mo (inoiHolmitt h, willkllrlieli nngononnnon wordon. Ist 
(lies goHoliolion, ho liloilii imr nook oino lulililivo (komlmito unlJOHtiiimit. 

Intogi’alo dritlor (inlinng. Krlioldioli undorn vorliuUon Hioli Inlogralo .//'dz, wonu 
dicHolImn logariiinoiHolio lloHlandtlioilo onllnilton, dio nor in 7"“ oiiiworlliig nind, Wird oino Function iin 
Fmiklo X- =(l/<t win .Ifi/f/ix tt/i) nnondlioli groHH, ho hoII W/( dan logaritbiuiHiiho IJosiduum dos 

FimkloH, don man logarilliinini’.lion I'ol nomion knnn, lioiHHOii. Dm dio llctruolitmig zii voroinlaolion, 
/.iolion wir von doni Inlogral .//V/.- oin liilogral -/.woilor (lallung all, wololiOH dioHolbon Polo and Itc- 
siduoii alH //d.- lioHilzl, no dmin dio DilVoronz mir nook logurilhiniHolio Polo liOHit/i, odor wir zorlogon 
divH Inlogra’l in oin Inlo'cral zwoilor ( ladling und- in oin hoIoIioh mil rein logarillimiHohon _ Polon, odor 
wir noknion, nnd zwnr, win man tdokl, tdiiio dio Allgoinoinlioil. zu lioHoliriliikon, an, duHH J'/(x^z)(}z inir 
roin logarilkiniHobo Polo lioHit-/,l. 

Din Holcliofi Into, grill liiMst. Hioh wodor von don in ikin onikalloiion Piiraniolorn bofroiou, iiocli 
auoli, olwa duroli AliHondornng von I ,ogiiritlnnon rationalor Fnnolionon von .v und . 7 , dtiroli oino itn VoraiiB 
boHlinnnlo Anzalil von Kin/.olinloKiulon diuHtollon. Dio (niogralo zwoilor Gattung lioHHon nick a^ oino 
rationalo I' nnrlion vorinolir! inn oin iiponiolloH Inlogral zwoilor (lallimg und oin Intogral erstor Gattung 
roduoiroii, willirond kior iio y\llj','Oiiioinon niir oino Uodiiolioii ani oino Sinnino von kjinzolintogralon 
iniigliidi iiil, dio iillo nnr oiiion Paruniotor kakon, doron Zalil akor iiii Allgoiiioinon dor /aid dor I unkto 

Unondliok |.‘■loiok iid. . 

Wird dan Intogral /’(.v, :)fl: in don Piinklon s - I'k, lljiif.t > • •) |lfo * “ ‘ki 'ki • • •• logaiitlinuHC 1 
unondlioli gnmn mil don KoHidtion ./t, .7.., .7.i . . .) •G. no ini. ./i “ d, woil das Intogial 

ilhor dio liorandimg von /'" Noll ini, wio itn § SH boinorkt wurdo. Kiuor andorn Hcdiiigung abor Hind 
diOHO IloHiduon iiioki nnlorworfon. Iliklol man nun don Aundriu‘k 

/'■ ,// (-'i ) d-’ ■ ' /.'/ 1 / ('''1 « ) » _ ^ 

HO kaim man ini Allgomoinon ;) nirkl ho oiiiriokUm, dtiHH dio /aid dor Punklo Unondlioli diosos 
AuHilniokoH goringor ini, ala dio don IntograloH Urn fllr /////(*', z) oino Funotion zii orhalton, dio 

nocli mokr (lonHlaiilon onlkiilt, mdnnilion wir hIiUI /f///(x, z) 

und nolnnon I'ilr i/i, </„ Kimotionoii zwoilor Ordnung, dio lioz. in don Pimklon «|, A; x; 

«,i, A unondlioli groiiH wordon, nnd hoIzoii r, l-tk -I-.., p I'l - ■ <1, ho diiHH Jono buinino logai itlnniBC 101 

Funotionon in dom Pnnkto X niolil unomllioli groHH wird. Dio Pimkto Null dor I'unotlonon ^1, iPit, i/Ih 

soion boz, 7„ y.,, {t, ho wird dio Simmio dor logarillimmolion Funotionon in doii lunkton 

rii/ii •••) /« unondtioli growi wordon, im Pimkto /« abor ondlioli bloilion, In dor DilVoronz 

//{s, 7 )il: — 

laHHon Hick mm dio '/aldnn i\, r,, . . C,, m wlllilon, dimH dio Functi.m m boliobig violon dor 1 unkto 
«i,«i,..., »t. nio.kt molir uimmllioli wird, dalUr Iroton abor gonau ho violo nouo Pnnkto y,, yj, y« als 

Punklo Uimndlio.k in dio DilVoronz oin. Hoi ItOHondoron Lagon dor « klinnon allordmgH griippouwoiso 

Punklo y ziiHanmmnl'iillon, mid ho kaim niob dio /aid dor Pimkto Unondlioli vormiiidoni, ja sio kann 
Null Hoiii, In wololiom k'allo f/'tlz nioli voliHtlludig dmiih oiiio Holcho loganllmnsobo bumruo vormohrt 
urn oin Inlogral ovHlor (iallmig, wolekoH wiodormu in Hpociollon Filllon Null fioni kann, davstollon lilsst. 

Im Allgomoinou alior iul dioH iiiokt mdglicli. , i ■ 

Dio grJlHHlo YoroinI'acliimg oiuoH Hololion IntograloH drittov Gattung bostobt dnrin, 

(lasHolbo duiTli oino Siunmo vmi Intogralcn darntollt, wolclio jo vou_ nur 

Dio liiuzoliulogralo dor buiiimo niiid alio ilorHolbon Nalur, IiIohh dor in ilnion on la ono a 
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fill' jedos dorsolbeu oinon andorn Wortb. — Zunilolist biklon wir oiu Intogral, wolclios in don Punictou 
tt{i\ logarithiniscli unondlioh wird, sonst ondlich bloibt. Es ist in dor Form onthalton 

J (. 2 ““ «/< ){^—- 0 /< •(• 1 ) S 

Dor Integrand wird im Unondliclicn unondlioh kloin zwoitor Ordming und auBsor in don Vor- 
zvvoigungspunkton nook in don Punkton «/[«; unondlioli gross orstor Ordmuig. Das In- 

tegral wird domnaoh in don lotztoron Punkton logaritlnnisch unondlioh imd bloibt sonst ondlich. Ist das 
logarithmisoho Kosiduuni von w im Punkto an gloioh //,«, so ist os iin Punkto gloioli —Au, Bildot 
man nun dio Summo 

BO sindi;,,i?2, ..., dio Jlosiduon in don Punkton ft, «i; ft. «2 i «,i, wonu man 

CiAi—Sit — = />2, ..., “ -I- , — Oi,An~ /i„ 

sot'zt, und OB istZ'rl-ftH-...'|-^n~0, soimt abor sind dio willkilrlicli. Es lasson sich dahor dio C 
80 boBtinimon, daaa /V ?> ft,, /,„•/•<„. . /v . \\ 

/ V ji’ - 

llborall ondlich und doshalb oin Integral orstor Gattung u{s,z) ist. 

Zorlogt man nun woitor 

_/' „ A /* /* (IZ . .. /* dz 


BO ist dor orsto Tlioil oin gowOhnliohor Logarithmus, dio boidon andorn Intogralo abor sind Intogralo 
drittor Gattung, die nur jo von oinoin Parainotor al)hangon, dor in boidon vorsoliiodono Wortho, a ft 
boz, hat. Dioso lotztoru Intogralo wordon in zwoi llboroiiuindor liogoiulou Punkton* dor 
Pliloho T unondlioh gross. Bozoichnot man oin solchos Intogral mit (.9, z\ a/t), so ist 

_ Jf{s,z)(lz = ])i «,)-!- :f)in>{s,z\ «j) -|- . . . + ^ttJCtihj{z~af,) -I- ^7 /m(,9 , 5), 

worm dm 74 E und M oonstanto Grosson sind. — .So liaiion wir wonigstouH im Priuoii) oino Roduotion 
dor allgomoinon Intogralo drittor Gattung auf oino Summo oinfaolioror, von oinom I’aramotor abhftngondor 
in douon dioBor Parainotor vorschiodono Wortho hat; praktisoho Motliodon fllr dioHO Reduction sollon 
oi'Bt gogobon wordon, nachdom s oino sogonaiinto Normalform orhaltou hat. 

Das allgomoino olliptischo Intogral ff{s,z)(h Ktsat sich nach dom vorigon und nach dloBom Para- 
graphon darstollon als oino Summo oinor algobraischon Fumslion, oinos Aggrogatos von Logarithmon, 
omoni Intogral orstor Gattung, oinom zwcilor Gattung und oinor Summo von Intogralon drittor Gattung, 
dm jodos nur von oinom Parameter abhtlngou, dor in jodom Intogralo oinon andorn Worth hat. 

§ 91. Ein aus don PoriodicitatBinoduln dos lutogralos orBtor Gattung gobildotos 
1 arallologramm hat oinon positivon luhalt. Sotzt man in dom Doppolintogral dos § 12 


(Iz 


so foigt daraus 


fllrW, f/)|^ ftirj’, 


yy'K'dl) (9J) _ + JJ^P (|| + dx’ dy = - f(^p ^ m I ~ r/)|| sin (Is , 

worin j und t dio Bodoutung wio in § 12 habon, dass ds oin positivoVllogronzungsolomont und t soino 
Noigung gogon dio a:-Aoh8o ist. Ist abor 59 dor roollo, if dor imagintlro Tlioil oinor Function dor com- 
ploxen Vorimdorlmhon 2 = a;H-ja’, so dasa 

^ — —t §91 

9.X’ By’ Jy d\v’ » 




Of/) . Orp , \ . 


ist, so scbliosst man woitor 
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1 T»il/k(^i'iil tumtfiv lint 


0i/» 


z . "“ ' •'• ‘) * “ /'K* "■'■ "') “ A"’’’ 

/ / I \'"”V \ .W I |/ ' / t/ ' .«/ 

worin (Ian oinfaclio Iiitogiiil iitmiliv um dio kiuv/o HoKrouzuniif doH IntogvatiouHgobiotos 7 ,u orstrockon ist. 
IJivH :[iitogmti(mHg( 5 l)iot Hoi Jol/.t (Ho FllUdu) T', uml <p-\~iip Koi duH Ulxjvall ondlklio Integral 

III I . u J (c : ,v) ilz , 

wolclioa lioi a don rorl(»di(!itillHm<)dul ‘ijr,. '«*!-//<) 'io« * don Porindicitiltmnodul 23r2 = 7-l-di babou 
rali-'O. Dann ltd /</'(/'/> gloioli dor Hitmnio dor Inlogrnlo ./‘(r'*— 7> )# I'bor dio LinionaiuuU, wonn 
ffi+ Von Worth vo'u tp ivul' dom inmitivon, <// doii auf dom 
nogativou Ul'or (lienor Idnion liodoulot. Dio Linio a I'lUirt 
vom nogalivon IJfor von l> uiiIh poHilivo, l> voiii iioHilivcn 
Ufor von a luiih nogativo; oh int (hwlinll) 

/■(f/)' )(/'/' ' ^ '<,/(/'/' • ^ nd't 

(«) <‘0 


do 


f{<p' <p 


V /■//)/' 

O’) 


•rtii 


well daa Integral lllior oinon (iiiorHoliniU dio WortUdifl’oron/. 
doB IntogralOH anC don lioidon Uforn doH andorn^ Qiior- 
BclinitlOH, alHO don l'orio(li(!ilillHinodid, liofort. Honiit folgfc 
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(hull/ “ 


Dio vo(ihto Hoilo ial dor inlmll doa huh don l’oriod(5n tti, jrj gobildoton I’arallologrnminoB, uud aus dor 
Natur dor linkon Hoilo (hlgl, duHH iliciHor poHitiv IhI, aiKih dor Fall, dnHH or Null aoi, iHt auBgoaoluosBon. 

In don Yor/.woigungHpunkUm aind allordinga dio jiartiollon Difl'orontiulquolionton von cp uuondhoh 
groBB, man inuHa doHiiall. dioaolbon dnr(di boliobig kloiuo (otwa IcroiBfonnigo) iiorandungon auBschl OBHon. 
Efl iBt abor lolobt orkonntlioli, duHH ./V'#. “''or dioHO Boraudungon orstrockt, mit dioson Borandungon 
boliobig kloin wird, nnd dnaa doHlnilb dio Ui{tliligkoit duroli uio nlcht gOHtiirt wird. ks liat doranaoh 
Htota oinon pimiliv iniaginilron Tiioii, woil dna Parullobigmmin gloich 
ist, und dio Periodic, imianiodnln kdnnon niobt in oinom roin roollon 

auoli niclit roin ininginllr aoin, nnd oa lial oinon nogativ roollon Ihoil. Daboi iBt (Uo Mfighoh- 

koit, die (iuoraobnillo wi wdblon, unondliclj groaa, . , , • v„ii, An+n moHm 

Dor bior gogobono Bowoia int von Bioniann. Andoro Bowoiso findot man boibalk, Aotn matlio- 

matioa Bd, 7, nnd hoi Pringalioiin, Loiir/Jgor Annalon Bd. 27. 

§ 112. Dio Wortbo « oinoH llboruH ondliobon Intograloa bodockon oin 
in dor «.Kbono iD.orall oinfaob. Na(!b don llbor dio Pori(Klioit(ltHmodulu im vongon 
gofundonon HJltzon laaHon Hi(!li 'I'liolafunclionon biltlon, doron = 

.==.-/;r«! 27 r, iat. wo « don Worth J\Us).lz Uaf. und dio untoro Grcuo nooh boliobig h Woido 

dio Thota in dicMor Woiao (mnatruirt vorauHgofloDtl, bo iat (M^t—c) mo m 2 ' ® 

omlliclio Funolion. Dor /.nwaidia, don IffOniti—e) wffthrt, wonn s,? llbor dio Bogronssung von i g 
flllirt wird, alao dna Inlograi J (llfff-lii{u~-^)i iat gloich 

■e)—li/<it\ («*• -- e)) ~ 


(a) 


fi=f. 

t/(t) 


1^2 In, 


Dios flndot abor Btatt, wonn 


08 wil'd doninacli 61 h(m — c) in oinmnl und nur oinmnl Null, 

M - . (}(2;)t|,23r2) 

ist, uud 08 iBt doninacli u in T' jodom Wortbo e oinmal und nur oinmal congrnont, Niinmt « don Wortti e 
wirklioh an, so uimmt ob dloBon Worth nur oinmal an 

nogativon Uforn von a und b, ontBpricht dahor in dor«-Bbono omo gOBohlosBono knotonlo , » 
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woil sioli die Weitho von u in gogonttborliogoudon Punkton dor bcidoii IJfor dev QiicrHclinitto «, b iim 
constanto Giosson mitarscheidon, aus zwoi Paaren parallolor Sttlcko boHtolit luid dcHbalb oin Pa’rallelo- 
gratnm gonannt wordon darf, woboj dio ])arnIloIon PogronzuiigHBttlcko fioilieh iin Allgoinoinon kmmme 
Linion soiu wordon. Daa luncro dos ParallolograiuinoH ist oin cinfacli /.UHauiinonliilngondoB Gol)iot 
Jodon Wortli ?/o im Innorn dossolbon ninimt u oininal und nnr oiiinial in T' an. Donn n iat in T' doni 
Wortho nacli dotn obon bowiosonon Satzo Hiclior oinnml and uur oinnnil oongruont. Wogon dor 
Stetig'koit abor iBt diosor eongruontc Worth % solbat. Vorbindot man don Worth .v,„ fiir wolclion 
u in 7'' congruont j/g ist, durcli oino Linio init dor Hogronzniig, ho miiBH u, wonn man z vom AuBgaiigs- 
punkto jeiior Linio auf dor Uogronznug nacli .v„, z, liiiigH dioHor Linio liinflllirt, in dor 7i-lCI)ono”oinou 
Wog beacbroiboii, dor ins Innoro doa ParallologrammoB flllirt, wogon dor Winkoltrouo dor Abbildiing 
und diosor Wog kaim nicht lliior dio Bogroiiznng wog ana doin Purallologrammo horauHfllliron woil u 
koinen Worth zwoiinal aniiiimnt. ’ 


§ 93. Wahl cinor Normalforiu fUr s. Uio Aulgalio, Punctionon von .v und z als Pnnotionon 
von u darziiBtollon, nomit man daa IJmkohrproblom. Eh Htoht nichtH im Wogo, I'dr dio LoHiing dosHolbon 
dio Lagc dor VorzwoiguiigBpnukto allgcinoin zu lasHon, und oh ist loiclit nacli'/.nwoiHon, (Iiihh dio Thota- 
funktiouon mit don vior Charaktoristikon, Avciin (l),/r| )=-•:. 0 mt, don Euiudionon 

|/z — /I'.i 

proportional Bind. Dioso Quotionton Bind in T' oinworthig nml untorBolioidon aioh zu iicidon Soiton dos 
oinon odor dos andorn QuorBohnittos, odor boidor, dnrclm Vorzoichon. In dor Thoorio dor nltraolliptisohon 
Functionon ist os sogar ratliBam, dio Lago dor VorzwoignngBpnnkto gilnzlich willkllrliidi zn laHHon; bol 
don olliptischcn Punctionon abor, wo os gciiiigt, don Poroich .v, z von iiur oiiuim Paramotor abbilngig 
zu machon, ist dio Spocialisiniug dor Lagon dor VorzwoignngH])nnkto nicht IiIoh Iraditionoll, sondorn sio 
maclit doch anch inanoho Eonnoln ilborsichllicbor. Will man ’.raroln znr Jlorocliming von a aiifttollon 
wio Boloho durch ijogondro wirklioh vorliandon sind, ho ist oh oino goliiotoriHclio Nolliwoiidigkoit, dio 
EingUngo dorsolbon auf oino nidgliohst goringo Zahl zu rodiioiron, nnd in Hololiom Fallo iHt dio lloduction 
auf oino Spocial- odor Normalform umnng.'luglioh. - Dio Normalform, wolclio dnrch Jmgondro in Go- 
brnuoh SO^racht ist, nm^ adoptirt hat, int dio .v i/(l Mit ji,,. ],ii„j,t oino 

andoro s « l/z (1 -- z) (1 — xz) bo naho zuflaminon, daoH Bio iminorlbrt iiobon ihr goliranohl wordon kann, 
was in violor IJoziohung solir niltziicli ist. Wir wollon dio Logondro’seho Form dio Wormalform I, dio 
andoro dio Nornialform II nomiou. Dio Grosso k iillogt dor Modul dor Lcgondro’schcn Form und dor 
olhptischon Functionon gonannt zu wordon, in dor Form II witrdo x dor Modal soin. Eh wiiro in 

manchor Hinsicht beiinoiuor, k'^ don Modu^ zu nounon, doch wollon wir vom iSpraidigobranclio nielit 
abwoiclion. 

Horr Woiorstrass bediont Hich oinor andorn Form ala Normalform, iillmlioli dor b'orm 

s ~ |/(42'' — — t/;|j . 

Durch Wahl diosor Normalform wird dio Aiialogio dor olliptiBohon Functionon mit don trigonoinotrischon 
Functionon, was wohl far dio Jacobi'scho Torminologlo masHgobond gowoson ist, aufgoliobon. Foriior 
sind dio olliptisohon Funetionen, wolcho durch dio Umkohrung z=:plu) doH Intogralos'") 

_ 7< = y ( 1 ; l/(4z2 — // 2 z'— j7j))) dz 

ausgodrllckt wordon, Functionon droior Groason, dor Variabolii z und dor Invarianton und Dio 
Grllndo, wolcho Horni Woiorstrass zur Wahl dioROr Normalform gobracht liabon, dllrfton dio in dor An- 
inorkung auf Soito 76 orwithnton soin. Dioso Form ist jodoch koinoHwogH boi dor Miyoritttt dor Matlio* 
raatikor durchgodrungon, nicht oinmal in Borlin, wio oin Blick in dio MonatBboricbto dor Acadomio bis 
heuto lohrt. Hior wir d dio Bozoichnuug Jacobi’s, dor mit Abol als dor oigontlicho Hchopfor dor Thoorio 

n,.„/,i.tnt W' dlo bosproohono Function boiloutot, ist oin bOBondoros Zolclimi fllr orfoidorlicli 

ist rai^niehf bokannt^^^^^^ «r»l>'iiHohon MoiUnoatlon diosos p oino plionotlsolio piirnlloi llluft, 



g§ 93—94] lOf) 

dor olli])tisolto« Fimctionon imwiHolion ihI, lioiboliaUon. Was jodocb Ubor die Function p{ti) tboils schon 
boigol)racbt iat, tlioila nocb boigobracbl wordon wird, kann wobl oino gonllgcndo Einsicbt in ihro 
mtnr gobon. 


§ 94. Koduclion doa IJorciclioa x, z auf don Norinalberoieb II. Wiv oreotKon mm den 

Boroich .v,«; - ■/.•!)(? /<•.•)(?' h) oino« ilun cougruonton, indom wiv fUr^: durcb 

oino liiioaro Hozioliuiig oiiui nou(' (Inuidgriiaao oinfOliron, fdr wolcho dio Vorzwoigungsstollon dev ad- 
iungirton IrraHoiialiilU </ mil' dio I’miklo (i, 1, l:x, <v fallon. Wir inaohon dio Substitution 

z ■ • I O' I ^ — 0. 

Durcb diOHO Siilmlilnlion gold, .v in dio b'linu 

\/. l -b /ii: ■ I (V 1 • • I ■ ; (7 -I- (!£)* = ^ 

Hbor. Soli abor dio liiil<o Koilo I'llr i; < * 0, ^ 1, ^ — i-.x, g ~ oo vorscbwindon, soil dor Ausdruok untor 

doin Wumil/.oiolion dio Fonii i,’(l ■ - xt;) orluilton, ho innaa fUr ^‘ = 0 z~ku flb‘ S“=l ^ — h> 

gK=l:x rilv|^! ?' /I'l aoiii. Sofzl man dioao Wortho in + = 0 oin, so 

llicHHon daraua dio (iloiobuugoii 

« • I • : 0 , « ■ 1 (7 1 • y/,-., ■ I d/.j ‘ i 9, ax (I -|- yx/,), “|- d/fa = 0, -j- (f/q = 0, 

dio nur iiiit oinmidi'V vorliilglicli aiiid, wonii iliro Dotonninauto, also dio Grbsso 

x(/)'a/.|- A'l/;.) — k,i)(ki — /fi) 

vorscliwindol, so duaa x nicbl wiilkllrlioli gowdlilt wordon kann, aondorn don Worth babon musB 

A'l A'a A";, ■ A’l _ A'j A'^ _ A'j — Aa 
A’l ' ‘ A‘a A*a* "'A.J A'a*"”A*.| A;, 'A'^ 

Dioso Urbaao ial iliia iiua dor lioouiolrio bokmmto llopiiolvorldlltniHH dor vior Punkto Ai, Aa, Aj, A.i, und 
ist oino Invariaido, allordinga oino Irralionalo, doim aio kann durcb Vortnuaolmng dor Punkto Ai, Aa, Aj, A4 
sccliH voraobiodono Worlbo annoliinon. Ks giobt ini (lanzon viorundzwnnzig solcbor Vortauscbungon. 
VortauHobi; man oral /.wot A init olnninlor, dann dio boidon andovii, so bloibt das Doppolvorbllltniss un- 
goilndorl. Daraua I'olgl, daaa duH l)o|i|iidvorliilltuiaH nur acclia vorHohiodono Wortbo annobtnon kann. 
Dioso aind abor anoli wirkliidi ini Allgoinoinon alio accbs von oiuandor vorschiodon, os siud nllmlioh 
dio Worlbo . .s , / .v 

X, l!X, x': I- X, l!X'--^ h(l-x), - X I X' ^ X ! (x - 1), — x' ! X = (x- 1) : X. 

Von dioHou aind droi Idoiii abaoliilon Jlotrago naob kloinor odor gloicb ISins, droi griissor odor gloicli 
Eins. lat x rooll, ao aiiid alio sooIih rooll, vior unlor ilinon sind posiliv, und von dioHon zwoi kloinor 
als liiiiH, lat x**“i-”l, HO giobt oh nur droi Wortbo doa DojipolvorbllltuisBOS, nllmlicli 1, 2, l:2i 
Ist X und Hind dio A rooll, ho orgobon Hiob ftlr dio Siibstitutionscooflloionton a, fi, y, d, fllr wolcbo dio 
Gloioliungoii ja linoar aind, obimfallH roollo Worlbo, und os durobllluft doinnacb £ roollo Wortho, wonn 


* roollo Worlbo durcbliluK. 

Dio llnoaro Kulmlitulion, grapliiacb godoulol, bat dio Eigonscbaft, jodou Krois odor jodo Gorado 
wlodor in cinon Kroia odor oino dorado /.u vorwaudolu, wonn dor Nullpunkt dos Nonnors in 

g — (ft .4- yir) : (/? -I- (fe) , 

dor AbbildungHpnl dor ?-Ebono gonamit, auf dor Krolsporipborio (odor dor Gorndon) liogt. Dio Figur 
dos KrciaoH, wonn oino Gorado ais Krois nilt unoudlich groHsom lladius init zu don Kre son^goroehnot 
wird. iut also oino Invariaulo Koitculllior dor linoaron Substitution; man kann dnhor nicit tmo omo 


wird, iHt also oino Invariaulo gogculllior • , , j it. 

solobo Saballlutioii bowirkon, dasH dio Puuklo 0, 1, l:x, 00 auf einor Goradon liogon, odor, was dassolbo 
ist, dass X rcoil wird, wonn nicbt dio vior Piinklo A„A„ h, h oin Kroisviorook Widen odor solbst auf 
oinor Goradon liogon. In don Anwondungon dor olliptischou Funotionon sind dio Wortbo Aj, . . A4 moist 
ontwodor rooll odor paanvoiso coi\jugirt imnginilr. Sind alio vior Punkto roo l, 0 01 1 on sie zw 
Paaro conjugirt iinaginftror Worllio. ao liogon sio iinmor auf oinom Kroisviorook; J!* f'”' ^ ° 

jugirt imnginilr, ao liogon aio nur in apociollon FllUon nuf oinom Kroise. a im a 0 p 
SubalitutioiiHcoofflcionton complex wordon, was fllr dio Anwondung moist unboiiuoimis 
gogobono RoducUon liauptBttchlich fllr reollo k\ • *4 MgewamU und orgio t 110 610 g 


ThnniAUt TliDtA(HincUon«n. 3. Auit. 
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^ — /(Qg dz ^ d^ : d , 

/f»-/fi“(*3— /f2)£ ’ .f 7(/f8— ^ ^ 

X = (/fa - Aj) (*., ~ /fi) : (/fa - A,) (/f.i - /fj) , x' = {k, - /f,) (/f., - A-.,) ; (/f, ~ /f,) (a,^ _ , 

Hat s solbst sehon oinon Vorzwoiguiig'spiinkt im Unoiullicliou, und Bind /f„ /fj, /.j dio aiulorn, so fdhrt 
dio Substitution z — /ft = (Ar 2 — /fi)g, im Fallo roolloi' k auf roollom Wogo zum Ziolo. 

§ 96, Itoduotion auf dio Normalforni i. Statt von don Vorawoiguiigupnnlctou droi auf ini 
voraus bostimmto Wovtbe fallen ku lasson (0, 1, oo), k/innon wir init Logondro aiioli mu’ itivoi auf solcho 
bestiuimto Punkto (-|-1, —1) fallen lasson und fordorn, daHS dio boidoii andoni sieli nur dureli das 
Voi'zoiobon untorsohoidon, auf l:/f und •— l;/f fallen. Indom wii' dioH wiodor durch dio bilinoaro 

Gloichung 0 vai omicbon suolion, gowinnon wir fllr dio SubstitutionHCoomcionton 

die vior Gloiehungon 

« + /5 + y/fi -t- d/fi ■== 0 , « — (9 -I- ykz — dA -2 = 0 , «/f d- 19 -|- ykka -|- d/fa ~ 0 , ak ~ (9 -|- ykk.i — d/r., =. () . 

Fttr k orgiobt dio Notliwoudigkoit doH VorsoliwiudonH dor Dotorminanto dioHor Gloiohungon 
dio Bodingung ° 

/<Hj3— *i)(/fi“%)d'((/ad'/f2— /i-8 — /f.l)2--(/f,~A^2)'■‘™(/fa -/f4)'0/f -I- (4a — /.•■,)(/.•, --/fa) -= (), 
woloho f(lr /f liwoi ouiandor rociproko Wortho orgiobt, ho dasH ukik'-^. l angonoiimion wordoii kaiui 
Hior Sind wiodor viorundzwanKig Vortauscliungon dor A-„ /f^, /f;„ /f., mftglicli. Dio vorHidiiodonou Moduln* 
dio sioh boi alien mOgliohon VortauHchungon orgobon, sind dioHinal ’ 

, A-l/ 4^V . /i-i-iAV . /i~*l/4-V . /l-k/lZ/fN* 

J-*’ *(,.1.,,^' ±(,l,v,J- 

Soil /f rooll soil!, sollou also dio Punkto 1, - 1, i :/f, - 1;/,- auf oinor Goradou liogon, ho mllssou 
/fj . <.ki, wio im vorigon Paragraphon orortort vvnrdo, oin KroiHviorock bildon. Sind dio gogobonoii 
yior Voiwoigimgspunkto rooll, ho ordnon wir dio IndiooH so. dans k,, k, niolit j-Avisohon /f, mid /f. liogon. 
SucJion wir 7Ai don boidoii tlbor/f,/fj uad/fa/f,, aln DuroliinoKHor gOHohlngonon KvoIhou dio Aolinliclikoits- 
pmikto, und maohon don oinon zum AbbildimgHpo 1 oinor liuoaron Abbildtmg, k<» wordoii dio Bildor 
diosor boulon Ipoiso concoiitriHCh, und dio don Punkten k ontHproohondon Punkto Ai, /laj ^a. k sind rooll 
und liogon zii oinoin roolloii Piuikto, don man kuih Coordinatonanfang maohon Itann, HymmotriHoli, und os 
bodarf mir nocli oinor passondon Wahl doH MassHtaboH, mu zwoi ilavoii auf dio Stolloii -i- 1 ku worfon. 
Man orkount so, dass os inbgllch ist, duroh oino roollo Substitution dio Irrationalitilt in' dio Logoiidro- 
BcUo Norinalform mit roollom Modul m liringon, was auoh loicht algobraisoh iiiichwoiHbar ist. 

§ zwoior Paaro oonjugirt oomploxor Vorzwoigungs wortho. Siiid ki, Ih, 

/f 3 , 4-4 zwoimnl paarwoiso oonjugirt imaginilr, so kniin man duroii linoaro roollo Substitution fllr z nloht 
bow, rkon, dass dio iidjungirto Grbsso .v in Bo/mg auf dio nouo Yorltndorlicho dio vior Vor/Avoigungs- 
8tollon±l, ±l:/f orhalto, wo k rooll ist. Wir logon in dioHoni Pallo diirch dio vior Vorzwoigungs- 
punkto oinon Krois, wololior dio roollo Aoliso in don Punklon /< und v trim 
Bildon wir nun duroh dio Substitution g=.6'(z-,0 :(z~p) dio z-Ebono in dio 
S-Ebono ab, so fallen dio Bildpunkto dor /f, . . . /f., auf dio iinaginitro Aolmo dor /^TX 

£-Ebono, und os Blsst sioh nooh C rooll so bostimmon, dass zwoi dor Bildpunkto L 4 

auf ± { fallen. Es golit dann s in oinon Ausdriick dor li'orm /'I ' y " 

u. 

multiplmiit mit omom in g rationalon Eaetor Ubor, wo h < i vorausgosotzt wordon 
arf. Will man nun die iraaginllvo Aehso dor g-Ebono duroh oino linoaro Abbildung auf dio roollo Aohso 
on, so muss man g «=» fg sotzon, also oinon iinaginttron Substitutionscoofriciontou ziilassoii, Um abor 
auf roollom Wisdom Difforontial dg : l/(r-T:“^Xr-FFg8)Xlio gobon, sotzo 

niau f so Grluill: man dio Gloioliunjj 
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(ii ; : i/(i • I • ^'0 (1 -I' lii;' ■■ ]/(i - (1 -(1- w) . 

Dio Difl'orontialgloieliinif!; winl duvch flio olliptiBcho Function 2 = «(«,/(') 

bofriodigt. 

§ 1)7, Dor Fall oiiiOH I’aaroH oonjugirt oomploxor VorKwoigungswortlio, Es scion 

}(. h roiillo (^viisHon, unil A'a, A',, miii.iugirt iinaginilr. Bo Hotzon wir 

z' as^' z- A'l ‘.z — A’i, z {z'h'i — A)):(;' 1), ,v >= OS s' ^\/z'[z''^~'lpz'-\-(i^\ 

wo if*!, woiiu A;(, A'l (Mimplox Hind. DioHor AuHtlruclc golit (lurch die Substitution 

z' r ;. — 

in die Form (Ihor s' - ■ .\/{\.- ! (l + ^-)S A'2==(;)-|-y):0;~(/). Daboi bat oinon 

I'collon nogativon Wortli. • Dio Dogoudro’wdion Tafolu orfordorn filr oinon positivon Worth, ku 
wolebom man durolt oino BnltHiiluliou zwevitor Ordnung 

f. + 

golangon kanu. 

Man kaim uutor alien UnmlHndoii durcli oino liuoaro, wonn aueli nicht humor roollo, Substitution 
bowirkon, (Iunh <lio Ornndgn’iHHo d(!K IJoroichoK .v, z dio Form 

(I.) l/(l j ''’)(! A' '^'0 odor (U.) — xj) 

gcwinnl. Dio Fnnoliouon tUm il(uoicliOH (11.) Iuhhoji Hioli in Functionon doH IJovoiohos (I.) transfonniron, wio 
man orkonnt, wonn iniin im itoroiidi (11.) ; duroli j- imd .v duioli su, x duroh orsotzt; und dio Inte- 
gration oinor l''un(!lion d('H ilortdrliOH (I.) liisHl Hi(tli, was man boi don oinfmdioii Intogralon orator, zwoitor 
und drillor Gailung orkonnon wird, auf dio Inlogralion oinor Function dos JloroiohoH (11.) zurllekflUiron, und 
os ktinnto d(mliall) gonllgon, wonn don woiloron UnloiKUchungon dor Boroi(jli (II.) zu Gnmdo g''’- 
wllrdo. In don Anwondungon dor olliidischon Functionon ist oh von Inlorosso, dnss k rooll, u ’ 
aucli (h'.s r(!oU noi. IndOHHon ancli roin imaglnaro A- (nogalivo x) und roin imaglnaro »( bio 
Iloclimnigon )uoiHt k(du orlioItliclioH llindorniHH, Fllr alio in dor FruxiH vorkommondon Fttllo 
KU gol)on, wohdio SuliHlilulloium dio IichIcu Hind, wllrdo zu oinor grosson Zabl von Bpooialbotraciu 
fllliron, und oh int nicht loichi, dalioi orHclifipIbnd zu Koiii, woHhallr wir von woitorom Eingohon 
dioHon (logoiiHland abHchon. Eh trilVt nich nit, (Iuhh dim Prolilom KOlbst ant dio bosto '.I’ransforina 
flllu't odor gloich von vornliorcin oino hoIcIio Wald dor Vortlndorliclion zuKIhsI, die fllr (lie Boroohr 
boipiom int. Wir noliiucn im l''olgondon an, dasH dio (IruudgrOHSO .v dos IJoroichoH s^z in dor Nr 
form (II.) odor (I.) gogolion Hoi. 


§ 118. lloduclioii doH Intogralon y'/'(.v,2)(/^, wonn .?«=|/2(1- 
f{Syz) lIlHHt Hicli, wio im S 79 gozoigt, auf dio Form hringon 

/■(.S', z) (6'i (2) H- O'-i (j).v) : t/ii (2) ^‘i (f) ! <h (?) ' 

worin th, /i\, (l-i, ganzo Functionon von z flind. Dio Inlogrn 
Functionon und Logarilhinou und wird alK orlodigt angcHohon. 
man in I’artialhrllclio und orldlll ho oino Hummo von Intogralon ( 


A»'dr f 

J ’ J (*: 


wo V oino ganzo Zaid ist. Dioso Inlogralo lasson flich abor, wio v 
wisBon, noch woitor voroinfachon. DilToronziron wir don Ausdi 
gativo ganzo Znlil soin darf, ko orhalton wir 

dz^'s (j’'+''(:i-|-2j')x— 2’’+'{2"l-2j')(l + ’«)-i 
wnrauB Rich, wonn wir zur Abkllrzung \J{t^'>s)ds init Jv bozoic 
(2 j» -I- a) X h'+i •— (2r -I- 2) ( I -I- x) /).+i -I- (2 jj 
F llr i, 2, •— 1, —2 crgolion sich hioraus boz. dio 1' 
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\ , 

'2 4 

/M-xN 

:i 1 

^ 1 

3 5 

4 (5 J 

a-i-x\ 

5x 1 
2 5 


3i)A 


Itx 


p'* fz llu — f(t\t 

zw •' i) :>x- '' ’ 


r2 4 6 /l-h5<!Y‘ 8. i:t l-|-x | /. 1 ri (i D' /. 

+[36 7 i r -j _ ./^*- 7« I ,.| r, ( « 

xz’ xz’i ' « ,/ ' / J-’ 

worin oino Abkdming’ ist fllr ~-(h\Sz F(h‘ oin boliobigoH poHitivoH v alior oiliiilt niiin oiiion Aus- 
driick von dor Form 

. yWVfe = J -I' «)'«’' •' 'I- . . . -h (hz -I- rti) -I’ (tnKj'zdn «,./'//« , 

imd 03 lassou slob dio a durch NilhorungHwortbo oinoH KoUonbrucliOH darstollon, in wololior l^o’/iohung 
man oiuou Anfsatz von inir in Grollo’s Journal Bd. 81 vorgloicdion nnig. — Eh li'lHHl: hhiIi iUho, gloioliviol 
ob V poHitiv odor nogntiv ist, f z'’ du durch dan tll)orall ondliolio Integral u und daw Intogral orator 
Gattung Jzdiiy odor, wonn man liobor will, das Intogral orHtor Gattniig fz -Ulti anmlrllckon. Dio 
boidon Intogralo ■\-J{z'.s)dz und i /(I : z,?) rte Hind abor oinfaoliHto Intogralo ornlor Gattung, woil das 
oino nur in dom unondlich fornon VorzwoigungHpunkto, daw amloro im VorzwoigungHpuukto z 0 dor 
Fliloho T unondlich gross orstor Ordimng (im Boroicho .v,z) wird. 

Difforonzirt man don Ausdruck (z nuoh z, iiaolidcm in don Airndnusk 

a{l~a){l~-xa) (z — «)(! — ‘2(l-|-x)rt -k Hxrt*) + (z l -x)-h x(z •-«):> 

= !/ (a) -I- (z •— a) ff'ia) -h i //"(«) (z • «)'■! • | ■ x (z «)'•> 

umgoordnot ist, so lindot man 

rf(z--fl)‘-*’.y _ ~ -h (z — «)2 (,i ~ 2) -|- (z -- it) (It — 'h>) 1 /( 11 ) • f- (2 - - iv) {/(a) 

_ 24- (z 

Durch Integration orhlllt man dio im Bozug auf das Intogral viorgliodilgo KoonrHloiiHrorinol 

/y"i= + (8-2.,)f'(„) /' /■ 

J (^-wr ,/ (f-rt)'- ‘ \/ (z 

-|-(r)~2n)x / ... 

' J {z-aY-^ iz~~ay-'’ 

wolcho droigliodrig wird, sobald a auf oinon dor Wortlio 0, 1, l:x ftlllt. In don letzton drol Ftlllon Itlsst 
8101 dm oh Amvoudimg diosor llooiirHimiBfovmol das Intc}?ml durch oino rationalo Function von ^9 und z. 
durch das Intogral J du und boz. oins dor Intogralo 

A« r du /* du 
J z ' J 1-z' J l-xz 

also (lurch Intogralo orator und zwoitor Gattung darstollon. Jodos diosor droi Intogralo Itlsst sioli durch 
dioBolbo Kocursmnsforinol durcii J zdu darstollon, wir lialton jodoeh oino hoIcIio DarHtollung fllr llbor- 

iit ssig, woi dm ymr m oinom Vorzwoiguugspiiukto unondlioh gross wordoudon Intogralo orstor Gattung 
vollig gloichboroohtigt sind. 

lilllt abor a nioht auf oinon Vorzwoiguiigspuukt, so ist dio Itocuisionsformol so oft anzuwoiulou, 
bis 3 don Worth —1 ovhtilt, und os wird daim das Intogral in dio Form gobvacht 

^ ■!' -I- f-fla > 

also diu oh oino latmnalo Function A (5,z) dos Bovoichos s, z, duroh oin Intogral orstor, oin Integral 
zw I 01 um oin oiufaohos, nur in zwoi (Iboroinandor liogondon Bunkton von T logarithmisoh unondlich 
gross wordondcs Intogral drittor Gattung ausgodrllokt. 


J zdu = -— + J\ 

xz J xz’ •' 


».7 x2 

, 1 

xz'-l 


2 (l~r)t/(«) 
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§§99-— 

IiitograloB J' f{s,z)dz, wenn s=>\/(l — 2^) (1 — ist. Es ist 
clio llodtiotiou nU' dioHon Fall auf <lio dos vorigou Pavagvaplien zurH 


loielit, 


§ 1)9. llotluotion (loH 


Wil’d 


/ j r\ 

- Tvirigeu Pavagrapben zurlickzuftlhven. 

f{s, z) == It (2) -h //(,) ,sG{z) 
osotzti wo R oiao vationalo I'lniclum a^oii z, //, g abor ganze Funetionen sind, so \&i J R(h mcut 
^vnitov ' zu untoi'HUclion , well dio Inlogi'allon auf rationale Funotionen und Logavithmen flllivt. Fllr 
''}I{z\'.s(}{^) Hidii’oibou wiv ll{z)(i(:-z)\sG{z)G{—z) — L[z'^) + zM{z^)\sN{z’^)i wo Z, M und 

igd^Giz^.ai:—^) KK-'''/'" Fuiuitioneu von z'^ sind. 

55ur Integration diuKOH 'I'lioiloH fUliron "wir oino neuo Variabelo durcb die Grloioliung z‘^ = ^f 
22;^;^ ==.</£ oin, HO wil’d (wonn *£)(! — «S) ist) 


J \t m I 




iind OH kann daH*y.woito Integral durcli rationale Functionen von $ und a, also auoh von s und z, unc 
(luroli IjOgarithmon (eyklomotriHolio Funotionon) naeb bekannten Regeln der lutegralroohnung an • 
aofdhrt woviloiii oh orllbrigt nur, dan Intogrnl 

^ • W(£))dw _ . T-i 4^’ 

(du '= L ■ '0 I’O'liK'd'O"* lioduotion diesos Intograles auf rationale und logarithmlsolio Func lonon 

von 0 imd't;', also auoli von .v imd z, und auf dio Intogralo 

Adi; Aed£_A!d£ Aft^^/Vr^r 

/ a'""7 .v’ / 0 “/ ^ ’/(£-«)<? _ 

ist auH deni vorigon Paragraplien bokannt. — Dios sind dio Logendre’solien Nonnaltormeu 

,tl ™w«i« >n»r .1,4, tor ,»„«»„«. 810 o„.si„«tao im tonlo -LM^TnerVoSo*” 

Fovdoi’un»’on irriiHHtor lOinfaelilioit, donn daH Integral zwoiter Gattung wird nicht in oinom V . 

. S for„o„ l-.,„k,o ,lor FUioko ? uno-ob ?;« “L” foUt 

wloltotaB .l.« tnl„Kr.u„,o,. „.,ol, „l»toi(!™.lon t';, ^ ’tT“oi “n vior 

dio — tlo Potoiv/.), und (hiH Integral driUor Gattnng ^JJr- “ oreinander li6»’onden Punkten logarithmisoli 

lircrrt,: 

wisHoriruwHon unlmwuHHt boi ilu’or Aufstollung massgebend gewesen ist. 

8 109. Jlodcutnug der 'A'>‘ 

Ililfo dor TliotalVinctionen golingt ob, di^ntogialo des Integrales solbst eindeutig 

Gvenzo dos IntograloH odor oino Funetion Ir^ clarauf hingewiosen 

ausKudrllckon. DIoh wir<l nocli Avoitor “'I”®® “^"/jty^etionon s««, sa'^u Differeutialgleiohungen be- 

Gattung fttliron. 

Dub Integral ^ ^ ^ ^ 

J 'Ss gewLenfim Allgeraeinen krumir’’ 

nimint in dor Flllobo jodou Worth « TTebovsebreitet aber die Variabole einen Qu 

Pavnilologrammos oiunial und nur oinina „ wieder in T\ bo ergebon sicli fllr " 

VO., r, wahroo.! .loHg forlgo.ob,t ^l^- “7400, wkoho. mlt im, 

die 'wiodor in oinom dora orston oongruon o -benaebbart iat. Wird die Varipi^ 

Quorsohnitto oiUsproobondo Soito goiuom m- > .... ^^d in jeder Riebtung. 

andorn Quorsobnitt gofUbrt, uiekenlos bodecken, und so 

und niobv Parallologrammo, 'wolobo dio u- ^„gjidiicb oft ttber die Quers' 

Gronzon waobson, nllmliob daduroli, dass > s . ^ yv uiobt auf T. 

Name .ttborall ondliobos Integral- boziobt siob demnaob 



no 


[§§ 100—101 


fftr die oboio Grenze in u gonominon wird, ontsui'celion also iinoiullioli violo Wortho dcr ?<-Ebono die 
oinandor naoh don Poviodicitatsmoduln 2:W|, coiigruont sind, ningokohrt abcr onts})richt oiuom Wortho 
von nur oin oinzigor Punkt in 7, uiid os sind domimcli dio in T oinwortliigon Fiinotionon oinwortbigo 
Fimctionen von uud obonso dio Intogralo zwoitor Gattung, dio aioh duroli Thotafunctionon ausdriiekon 
lasson wordon. Dio Intogralo drittor Gattung abor lasson sioli, wio sich zoigon wird, durcli Logaritlimon 
oinworthigor Functionon von u init IlilCo dor ThotaCunolionon ausdriiekon. Dioso Darstollungon lioforn 
wogon dor vorzllglichon Oonvorgonz dor Tliotaroilion aucli gooignoto Ililfsmitlol zur nmnorisohon Aus- 
wortbung diosor Intogralo, tlioorotiscli abor ist os von Vortboil, dass dioso Gobildo obon als oinwortbigo 
Functionen odor Logaritlimon oinworthigor Fmiotionon dargostollt wordon. ^ 

Kann man nun abor sich niebt dio Aulgabo stollon, auob dio Intogralo zwoitor und drittor Gattung 
umzukobrou? Dio Untorsiichung dor Umkohrung solobor Intogralo ist dosbalb sobwiorigor woil sio 
iiicbt molir oindoutig ist. Es soi 


I 




■«s)’ 

so ist l oin Integral zwoitor, odor, wonn « niebt 0, 1 odor 1:« ist, oin Integral drittor Gattung, dosson 
Diflorontiabiuotient an don boidon tlbor £= ti liogondon Punkton dor Fl/lolio 7’ vorsebwindot. Entwiolcolt 
man t nacb Potonzon von — ft, so folgt 


/ = «() -1- .» -|- «j (4‘ — ft)» -|- (g — /;)» , 

mKl _08 ist £~ft niebt nacb Potonzon von ontwiokolbar, sondorn (vorgl. § ‘2S) naoh Potonzon von 
l/(/~ao); 08 ist also J als Function von t in dor Uingobung dos Punktos zwoiwortbig, dio Wortho 
von i bodockon dio Uingobung dos Punktos «„ dopiiolt, woraus sich obon orgiobt, dass dio Function C 
koino oindoutigol- unction von l ist. Iliorduroli wird das Umkohriirobloin fllr solobo Intogralo orboblioh 
orschwort. Dio tlbor dicson Gogonstand bislior bokannt goinacliton Untorsuolmngon kdnnon bior koinon 
llatz lindon, os niligo auf oino Arboit von Oasorati, Acta niatboinatioa Jld. 8, vorwioson wordon. 

Wir troffon fllr das Folgoiido dio Ilostiininuiig, dass .s*, z sich auf don llorololi dor Logondro- 
schon Normalform auf don lloroicb (I.), o, g sich auf don Horoicb (II.) boziolio, und dass «(.,;.) = 
J{\\s)(lz^u (tf, £) - (1 : o)dt;, X = tfl soi. ^ 


,.. , Umkohrung dos Intogralos orstor Gattung. Dio zum Boroicli (II.), zu o, L go- 

borondo Eiomann-scho Fltlcbo bedoekt dio {i-Ebono doppolt. Kino Durcbsotzungslinio gobt von 0 bis ins 
Unondheho lilngs dor nogativ roollon Aebso, dio zwoito ist dio gorado Vorbiiulungslinio dos Punktos 1 
mi torn un to lix. Dor ball, dass x oino nogativ roollo Zabl ist, wlirdo oino Modification orfordorn, 



auf dio bior koino llticksiobt gonoinnion wordon soil, da koino princiiiiollon Bohwiorigkoiton vorbandon 
sind. Don Quorscbnitt a ziobon wir im untovn IJIatto (in dor liiohtung dos Pfoilos), wir kfiunon don- 
solbon bohobig nabo (unondlich naho) an dio Durohsolzungslinio 1 . . . 1 : x borantroton lasson. Dor 
Quorscbnitt ft fabrt vom positivon Ufor von a urn don Punkt l:x liorum ins oboro Rlatt, uin don un- 
om 101 einon Voizwoigungspunkt ins untoro Blult %\\ <lom dom Aiifaiigspunkto auf (lorn nogativon 
^ gogontlborliegondou Punkto zurllck. Ist x rooll und Idoiiior als Eiiis, so kOnnon sich dio 
Iboilo dessolben im oboni iiud untorn Blatto boliobig nabo an dio roollo Aebso ansobiniogon, in jedom 
Fallo abor konnon dioso boidon Tboile in f tlboroinandor liogon. Dio GrDsson l/l — g, wordon 

un oborn Blatto von 7 so bostiinmt, dass sio fllr g = 0 don Worth Eins orbnllon, l/g abor so, dass dio 
Jn. fllr roollo g>l positivist. Dadurcb ist dio Zuordnung von a zu don Blftttorn 

von 7 vdlhg bostiinmt. Dor Poriodioittttsmodul von m boi a soi 2jr, odor 27i', boi ft abor 2 ^r 2 odor 2?W', 
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§ 101] 

,,n(l « Boi Kloioli Null nir e-O. Voni Puukto 0 solangt man in T /.urn Puukto 1 nur im obovn Blatto. 
Ttitnarivt man ' vom VorzwoiKUii^^Hpunkto 1 (auf <lom uogativon Ufer von a) bis zu 1 (auf 

!lnm^noBitivou IJfor von «) lll)oi- oinon Wc{f, dor im untovn lllatto boginnt, urn don Punkt 0 horum ms 
Tom Watt miu-t, HO kann man (lio Wogtlioilo in don vovflohiodouon Wllttorn oiuandor congniont an- 
nohmon HO dann dio IntogratioiiHolomonlo gloioli Hind, und daHH man also das lloppolto dos im obora 
lllatto von 0 bin 1 Kovadlinig orBtrockton IntogralH orhillt. Dios Intognil iat abor dm trrosRO, nm wolcbe 
u auf doin positivou lifov (•■I'fiHHOv alH auf dom nogativon ist, und oh iat doinnaeb ') 

i<(0, 1) =•!,,/ (I A' ’= 31^1 i 1|^) » 

worin dor lotzto Ausdruok dio bokannto GausH'Hcbo odor liyi)orgoomotriH«ho Roiho bodoutot dio man 
S won man tndor do.n Intogralzoiobon (1».«)~1 naoh Potonzon von . ontw.okolt, und dm 
oIoMoulon «ta KuU,r’«cl,» IntOBnJo i™u.r Art ,l«rd, Mtlita .l»r»tollt 1 )«.b^ da. Integral «tor 
da. Uoiitiollo di»o« AuBdniBkoH iiosnliv Boiiominon liotort, folgl nu« doin CnmUynclion bato. Ls 
also in '/“ ?<((> 3ri. Int jc vooll und kloiiior ala Enm, ho ist o boi diosor Intogiation poai iv 

Das lutogral Ubov don QuorHidmitt «, dor vom nogativon IJfor von 
23r., odor m". UaHHOlbo ist duH Doppolto dcHjouigon IntogvaloH, woIcIioh iiu untorn lllatto auf dom no- 
aativonUfor dor lUintliHOlzungHlinio von 1 Ihh l:x orHtrookt wird, woil mob dor Intogrationswoj, zwoi 
iSrvllS donon o^nlgogongoHotzto, ontgogongOHCtzto. und 
gloichoWortbo liabon. Kdr .Iuk nogalivo lifor dor DuroliBotzungHlnuo nn unto n ^ 

poHitlvo (oboro) IJfor im oborou lllatto alH Intogratioimwog gouommon wordon. U mt do.nnacb 

(auf dom jiOHitivon IJfor vou a) ^ 


. /‘di; 

“I 


r. «(0, 1 : x)-- »<((), 1) — JTa -=1 ift' 


ii: 


=M(a,i:x)-=//ri-JA" 


PUr oin roolloH x kloinor ala Eiim ini boi dor Integration uognvliv imaginilr. 
inmginllr. Duroh dio Subatitution xC I-x't;'- 1, org.obt Hioh 


und dalior IK* positiv 


/•'' ; « /■ 

./ l/SO-OC-'O J, !/£' 




' (It* 

(i.-.4-o(i~xi') 

Da. «ta !, ornlmckte lalcgral lurt doa Worth -M, und da i'” 
awoi iarilhorolnandm- lloBondou TUoilon l«Hteld, in doron 

clomont doiiHolhoii Worth hat, no iwt on gloich dom im o cton a ■ . . xjaondlicli 

.../(.to)d5, (Far roollo «<1 in. dnrt I"' 

in T (auf dom pomtivon Ufor von h) don Woilh K-\^tA i i-- u.-Kofn.ition ll = {’xC bowork- 

tegralo. ■{/(l:i)« nwimd.on hx nnd ~ lio.« nioh amd. dnrch dm b«h.ldnt,.m i-l.*!, 

‘^"'^“"siud mm «(«), «„«.) «, n,w. Thotafnnotiovmn, doron 
doron Vatlabolo r. dan nborall 



.) m, Mh.A' ..nmrrglr. nnr .0 . «■ » it m"— ‘ n 'l”' 

Fortaotzungon dor duroh aic doflnlrton Functionon zu aotzon. - Du aioh dio 
anaTmlogon, ao kann man von oinom Punkto 1 (u. a. w.) auf dom poaitlvou und nogativon Ulo, 
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[§§ 101—102 


tiontou solbst don Fiuiotionon /g, j/l—g, \/Y—x^ proporlioiml. Fllr u 
ci'gobon sich dio eonstanton Faotoron, und man bat 

^ 0 Jo © S .(«) ^ 0 : 1 . 6 >.=:.(«)’ 


E, £ ■== 1 odor = 0, g = 0 


01 
0 * ’ 


0 :, 

■0* 


l/fi = sau, |/l — l^ = cati, l/l — xt; •=■- da u , 

Dividh’t man |/g durch u und goht ziir (Ironzo Null lllior, ho orbftlt man don Worth 1. ICs sind dosbalb 
dio Poriodon 2E, VIE solclio, wio eio dor jj 55 v(n'Holiroil)t. 

Eino oimvorthigo Function von a, £ IflHst Hioh alo Quotient zwoior Thotaf'unotionou init doin 
Modul niobt darstollon, wolil abor dnrcb Quadrate odor Producto Holchor Quotionton. 

Hingegon sind '/woiwortbigo Fiinctionon, dio sioli m boidon Boilon dor Quorsobnitto niu Fnctoron ± 1 
untorsclioidon, wio obon gozoigt, wobi darslollbar. 


§ 102. Umkobrung dos tlborall ondlicbon Intogralos im lloroiobo I Eino Zoiobmmg 
dor wio .s‘, z vorzwoigton Flllobo T und ihror Zorloguug in dio oinfacli ziiHainmonbilngondo 7'-' (indot sioli 
fill’ roollo k < 1 in dor angohdngton Tafol unton roolits, fllr oin roin iinngindroH k auf Boito 75, in dor 
luir otwa dio kruininon Durchsotzungslinion d,, d^ durob gorado orsot/.t wordon kdnnton. Wllrdo man 
dio Function « (.9, z), dio im oborn Hlatlo fitr z — 0, 1 vomchwindot, durch 0-Functionon umkohron, 

dorou Modul t dor init in nuiltiplicirto Quotiont dor Poriodicit/ltHinodnln boi h uml boi «, nnd doron 
Argument wilro, so wllrdo dio Motliodo dos vorigon Parngrapbon orgobon, dass dio 'I’hotaiiuotiouton 
don Quotionton dor zwoiwortbigon Funotionou 

1/1 — 2, |/1--/,-2, 1/]-|~/-2 

proportional sind. Man kann jodoch in diosom Fallo mittols 0-Fiin(iti(mon, doion Modul r dor mit in 
mulliplicirto Quotiont dos PoriodicittllsmodiilH boi b dividirt durch don halbou Poriodicitatsmodul boi a 
1st, dio im Bozug auf dio PoriodicitlltHiuodutu boi a und l> 'I'hofafuuctionoii zwoitor Ordnnng sind, dio 
oinworthigo L unction z solbst ausdrllckon. Eino oingoliondoro Untorsucliung in diosor lliohtung ist 
abor niobt nOthig, orstons woil sio im Grundo in don l'aragra]thon 58 und (id schon oiithalton ist, und 
woil man zwoitous zu don gowdnschton Itosultaton aus donoii dos vorigon Parngrapbon durob Sub- 
stitution golang(.'t‘) Donn sotzt man X — /i2, so folgt 

«(«,{;) =. w(a‘,2), 2 sau, 1/1 — 2'^ can, l/l — dau. 

Dio boidon lotzton Fuiictionon sind wiodor zwoiwortbigo in 'J\ ibr Product orgiobt m'u^ mxidan^s. 


*) Ulo Nornmlfonii rtcH IntogrnloB orator (lultmig jinoli Jlorrn WolorHlrtiHs ist 

f/) 

n = 2 cr , 2 |/( j \— - Cl ) — fj ,), 

uml tins Intogrnl wild dmcli die ttloiclmiig j =371(11) uniBokolirt. Urn dies Tnlogral auf dio Ntinnalforin ( 11 .) doaToxtos 
zu bniigon, und jt durob sa nuszutlriloken, kiinn man dio Hubstitution anwoudon 

j f!z~ 4 - .. 0 .-a ™ e,) O'l. «.) {cr- t?i)d£ 

C;, — — 1 — x£ » (t?a — Ci-'-fe -“<;«) C)''‘ ’ 

X «'=(C2-'C|):(C;,— c,), ==» flu e,) 

wololio zu dor Gloioliung fillirt */ \ ■> 1/ 

liX 

r irft; /c’-l-i/i"— w(a,C) , ,, , 

Hieraus foigt (rail Hllfo dor Glciolmng XII) doe Ij 55 ), da ?=:Sfl»«(,r,!:) )st, 

p (11) = j = fc?! l/ci Ca 11 ) ^ Pj caVci -- 'c.i li -- fl, /fli — fls U 

1 — X 5a2(/i' H- HE — /<!, _ <r., n) ^^2 |/e, _ ,/a2 |/ej „ <, 3 11 

_ ‘^1 — <13 


/Ct— <?aU 

Was dio iiuraorlsolio Beroolinung von « aus olnom gogobonon 71(11) aiigolit, so sprlolit os gowiss niobt gogon tllo Lo- 
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§ 103. Diffovontialgloichujig dov Poriodicitfttsmoduln. Ein Integral zwoiter dattuiig, 
welcboa im Puukto 1 : jc in dor orstou Ordnung unondlich wird uud in T' eindoutig ist, orlitlU man durch 
DifForentiation dos Intogralos orator Gattung naeh dom Modul x. Ea iat 

oino ill T' oinwortliigo Function, dio im Pimkto lix proportional (1 — unondlich wird, aonat abor 
ondlieh hloibt. Zu boidon Soiton dor Linion a nnd h aind dio Wortho doraolben boz. urn dio GrOsaon 

'me 

0X 

Yon oinandor voraebiodon. 

Aft 

Dio Function w t iat obonfalla oino in T' oinwortliigo Function, dio f(tr £ = 1 ; x proportional (1 — • 
unondlieli wird, aonat abor ondlicb bloilit, nnd boi a don Pcriodicitiltamodul 2-^, bci l> den Poriodi- 


/ 






2i 


,d^' 


dx 


-/ 




(t-x'£0<J(50 


citatamodul 2i 


.OVi' 


0x'^ 
Sotzt man 


boait’/it. 


Ih 


ru 

> 'q-- 


0h< 

■0x^' 

0'Vir 

'‘0x'*' 

0U" 

Yxi 


0X 

0a; 

0X 

8K 
0x » 

BO iat /i(£) oino in T oinwortliigo Function, Donn fllr dio Wortlio von m, dio aioh uin Multipla dor 
Poriodicitiltainoduln 2Il, 2iK' untoraclioidon, orbillt man oino Dotorniinanto, dio von dor uraprllngliehon 
nur dadurcb voraebiodon iat, daaa dio Tornio dor oraton Ilorizontalroiho nm gloioho Violfacbo dor ont- 
aprochondon Torino dor zwoiton Ilorizontalroibo odor dor dritton Ilorizontalroiho odor boidor vormohrt 
oraolioinon, wodurcb dio Dotorniinanto aolbat ihron Worth niebt ttndort. Dioso Function /d(S) iat mithin 
oino rationalo Function von g nnd o, dio im Punkto lix wio ConBt.(l — x£)~ 3 unondlich wird, aonat abor 
ondlicb bloibt. Fllr {;=«() voracbwindot /J(g), woil dio orato Ilorizontalroiho vorachwindot. Fllr g = 1 vor- 
achwindot /!(£) obonfalla, woil da dio boidon oraton Uorizontalroihon oinandor gloich wordon, Ea kann 
doahalb /i(g) («.|-|9£) :(1— xg)* gOBOlzt wordon. liiorin muaa abor /1=>0 soin, woil /l(S) 

g « 00 aucb nocb voracbwindot, donn dort wordon dio Tormo dor oraton 


0 soin, woil /rl(g) fUr 
uud dritton Roiho oinandor 


proportional. Also hat man 




Nun wordo- 


'(i: 


goaotzt, BO iat 


0 / 1 ' 

■ 0x ’ 

0/i" 

"dx’ 


'dxi 

0i£; 

0x2 


aA, 


J(0;a 


uA+llB^ 


02// 
'0X2" » 
02/l" 
■0X2 ’ 

'8x^^‘ 


K 


K> 


a 

-■Xg)2' 

= aff, 


K, 


M. 

0X 


K' 

0x 


aC 


(l-xg)2 


"“'I/ ri'— 2<g)2’ 


g6ndro’soho Normulformi wonn man bGinoi'kt, (lass cllo Fonnolsaiaiulung Schwarz -Wolorstrass dicso d 
Btclligtj (laflB slo dio WolorstiaBB^floho Norinalform In vorBohlodonon PUllon duroh vorsohlodonoi z. B. durcl* 

/flY— ^ — l/gr~ gj „ ^ l/e|--cs\/i— '^2— l/^i~<2!il/a — „ i, 

l/c7— iua + l/ei— «2 l/®i — fla l/j “ ^2 + 1/ «i <^2 ]/* ““ 

(auf Solto 71) erst auf die Logendro’aoho Normalfonu bring!, 

Thomaoi ThotttfimoUonon, 8, Aufl. 
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[§§ 103-104 


uad wean man dies© Gloichung nacli £ dittbronzirt xind niit 2 multiplicirt, 

£ - L. “h I == (It- ^ S)( i-2g)-h 3^g(i-g) 
tf '^Cl— 2a(i— 4-)- 
odov (1 - xg)2/l + i s (1 - «S ) + f • fi't'' = ■{ ( I + e(2« - 2) - Px) . 

Fllr £ = 0 folgt Inoraus = fllr £— 1 :jc folgt G= 2 x{x-~l), and vorgloieht man dio 
Coofficionton von so folgt 

x^A—i-x/i-i--^-G i-x, ./,' = !x:-1-3(x — l)-|-l = 2(2;< — 1). 

Hioraus ontspriiigt fUv u dio Difforontialgloicliung 


Fill' £ — 1 odor S = 00 wil'd dio rochto Soito 0, und u goht in A' o 
and K' particuKlro Loaungon dor Difforontialgloicliung xwoitor Ordimng 


E0 

-xi'):' ’ 
dor Ui' 


Dcniiincli sind J{ 


ix {x — 1) -I- 4 (ix ~ 1) || .|, „,==:(), 



Eino liioraus flioasoiido Darstollung von « duroli lioatiiumto Intogralo lialio ioh in Schlomiloli's Zoit- 
sclirift XXIil, Soito 400 gogoboii. 


§ 104, VovliaUou dos Moduls r in dor Unigoimng dor Stollo x-=^-^(). Eb wordo Kur Ali- 
kttrKung ~ i;y‘ (i — 4)'’ »=. (p, 

— y', — vr^ — n — /1—y, — l — a' — ^j~y, 

« -I- rt'-h -I- /I'-l- y -h y' — 1 

goB0t'/.t, worin dio «, (i, . . , y' au sich boliobigo UriiSHOu Hind, liior abor dor Kinfanhhoit lialbor in ihron 
I'oollon Tlioilon alio poaitiv und kloiiior alB EiuH angonmnnion wordon. IJntor diOHor VorauHHot/.uiig lllsst 
sich das Integral, dossoii Integrand (p iHt, bis 7,11 jodoin dor I’unklo 0, 1, 1 :x, 00 olino WoitoroH orntrockon, 
"'lllirond im allgoinoiuoii Fallo sioh gowlHso Modilloationon nothwondig luaolion. (Vorgl. SiiblOinilcli’s 
'itsolirift XIV, pag. 51.) Foruor nolinion wir vorliliilig an, duHn x niolit auf poHitiv roollo Wortlio 
'ion 1 und 00 fnllo. Dio Ebono, wolclio Trilgor dor Zahlon C, int, /.orHolinoidoii wir durcli oino 
1 I 080 Litiio ly doron orstos Slllok /, von 0 bin i goradlinig ■ vorl/luft, doron Kweitor Tlioil k dio 
0 1 und 1: X goradlinig (wonn x nioht uogativ rcoll ml, in wololioin Fallo man oino knnnmoLinio 
m muss) vorbindot, doron drittes Slllok /., von \\x (otwa goradlinig) ho inu Unondlicho Utuft, 
•i dio Stlloko h und /j niclit trifft.' 

Dio Functionon 

(1— (i — 

dor so bogronzton Ebono oindoulig, und vDllig bostiinint, wonn nocli Iiinzugofligt wird, dass 
■ ^/(l— •£) iMif doin oborn, positivon Ufor von /i rooll, und l(j{\ — x^) fllr i: = () Null soiii soli. 
Uiron wir dio AbkUrzuiigon oin: 

4 = p% x^*x'yj%7^ ==« i>y\ 

iUX) 

= i^\ x^^x'yj\p rfg x^x'y 

worin dio Intogralo Ubor dio positivon Ufor dor Linion /j, /j,, 7.11 orstrookon sind. Sollon dioso Intogralo 

llbor dio nogativon Ufor dor Linion i orstrookt wordon, so ist /.u boaelitoii, dass zwinohon doni Vl^ortlio 
9)+ von <p auf doin positivon Ufor von /|, /j, und dom Wortlio qr von <p anf dorn nogativon Ufor 
von /j, /3 boz. dio Gloiehungon bostohon 

(jp- = c2Wn:^-|,^ (jO— C= (p— ^ ^ 

Ohno Woitores kaun dio Bozioliung bingesehriobon wordon 


yjn 

x<^x'y^j\pd^ == 

<jr» ^ ^ 

j (p 4 «« Pt^y 




1) ./Vrf£ = ./V/>4'-|-/9’rfS, + />“'. 

1 1 1; 

Das Integral J <i)t% tlbov die ganao liogron/iUng der g-Eboiio, d. h. Hl)or die boiden Ufor dor 
Liuio I orstrockt, bat uaob doin Cauchy'solien Satzo don Worth Null, wornus durch Zorlogung des In- 
togralOH in solelio llbor die Thoilstrookon /a, h gononunono tulgt 

1 l-.x . 

(1 — /</)<?£ + (1 — == 0, 

' » ' I 1 : « 

mul IiiorauH mit Ililfo dor Gioiohung 

I { ■ </j (/> 

1 1 

Eliminirt man liioraus mit Hilfo von 1) J>l\ so foigt woitor 

11) 1' ~ ^ ’ 1 ' sin{X-\-p)jc sin{X+fij3t 

Das Intogral /»>'' gold duroh Substitution von l:(l--3c'£) fllr g ttbor in 
e-i* >■«■«« x'y' /V' ( 1 — , 

*tl 

und dns Integral 7*“' durob dio Substitution 1 : l‘Ur g in das Integral 

g- (,< + 1 ') in /t~~ (^•l-/< -I- r+a) ( [ „ g)*' ( i __ . 

Dios in dio Gioiohung 11) oingosolzt giobt 

III) gy^l— 


' sin(X~hfijyt' 


Nun wordo l/g(l — g)(l — xg)-= o, o-^O, y'=0, j9 == f gosetzt, 


so foigt a'*|-y=‘-^0, A--- — a' — J', ft 


, V 
1 


-y, A-|'/!<4-j>-|-2 = J , und hiermit aus III), 


wcun man nocb mit x'>' dividirt, 

/( I •- ?)■ ( •' • I- «') ® A"^ ( ‘ • “ im - /I 

/ o' sinu'Jt / <t ^ sina'n f 

t/o ^ 

Lnsson tvir biorin cd («=» — y) zur Gronzo Null llborgobon, so findou wir 

1 1 •• 1 I 






/5— 

«-'ll 


IV) A'' 


l-xg d| 

gir-s)' a ‘ 


Dor Ausdruok ^P{x) ^ l«88l sich, so lango ahs7c<\ 
Potonzou von x ontwickolu, und das Aniangsgliod bat don Worth 

1 AS(l”£)dS__i, r^M ^ P in. . 

l/£( 


?d£ 


jcJ^ 1/1 


JT 0 


'^J, l/£Ci"-'S) 

Man scbliosst woitor v) t •= — JtK' '.K^lgn-^ W ~ ~ jrd!»(x) : K , 

und da K ini Einlioitskroiso urn Null den Oharaktor oinor ganzon I'unoti 
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f§§ 104-105 


versohwinclot, so Ifisst sich aucli — im Einhoitskroiso imck Potonzon von xx=ui ont- 
•wickoln, und die Entwickolung boginnt init — 4^/72 = — /j/lO, woil dio you K niit * jr boginnt. Daraus 

ei’goben sich fUv q und ^q Entwiokolungon von dor Form 

q = i-i X + h + h «» + ...== tV*' + hh^ -I- hl<^ -I- . . . , 

wolcho Jdoihon ia^ Einhoitskroiso convorgiron. Liisst man q in Ilborgolion, so goht. \/k luieh 8 74 in 
(1 — i//p) ;(!-{- |//f') llbor und so findon wir, dass 



also dio Roiho I) dos § 71, eonvorgirt, so lango «/« ((1 — l/F) : (1 -|- 1/*')) < 1 isf. was dort uoch bowioson 
zu wordon vorsproohou wurdo. 


§ 105. Abbilduug dor x-Ebono in dio r-Ebono. Aus dor Darstollung dos Modiils t durch 
bostiinmto Intogralo, 

t = —3C/{' '.!{=== — 

orgiobt sich sofort, dass t ala Function von x llborall don Oliaraktor oiuor ganzou aualytisclion Function 
hat, mit Ausnahmo dor Stollon 0, 1, oo. Das Vorhaltou diosor Function im Piinkto Null ist aus dom 
vorigou Paragraphon hokannt. Im Punkto Eins abor findot man <las Vorhaltou von t aus dor Uo- 
morkung, dass sich Z, li' durch x gonau so ausdrllokon, als A", K durch x', woraus folgt 

•p » ; J{ — .j_ ^ jj'i . U^{x')) , 

Eino Ebono S, woleho dio Wortho von x roijrilsontirt, zorsclmoidon wir diircli oino lAnio /, dio aus 
zwoi Thoilon, /j, /j, bostobt; 7, fllhrt von 1 Kings dor positiv roollon Achso ins IJnoudlicho, das oboro Ul'or 
if ist das positivo, fllhrt vom Punkto Unoudlioh Kings dor nogativ roollon Achso zuni Punkto Null, 
das oboro Ufor ist das positivo. Dio Ilalbobouo obovhalb diosor Innio wordo mit A'®, dio andoro 
mit S,„ dio gauzo durch l zorschnittono Ebono 'mit S' bozoielmot. Fllhron wir x urn don Puukt Null 
hormn vom nogativon Ufor von aufs positivo, so wilcljst Iqx nm 2fjr, os ist also t boi If um 2 / 5 r 
grflssor als boi Fllhron wir x um don Punkt 1 lionnu vom nogativon Ufor von l[ aufs positivo, so 
goht T iu jt* j (— 2f?r -I' l(/x'-\- iPfx')) — : (— 2?>-|- Jt* : t) s=: tetr : (2t -|- in) Ulior. Eh goht also boz. 

T in T-|-(jr, T in i3tf,{iT -\~ in) 

tlbor, wonn man x llbor oiuo Sohlingo positiv horum um 0, nogativ hormn um 1 fllhrt. Fllhrt man abor 
X um boido Punkto boliobig oft in boliobigon llichtungon horum von oinoni An fangs wortho zu diosom 
zurllok, so golangt man zu Worthou von t, woleho sich aus dioson Snbstitutionon und don ontgogon- 
gosotzton zusammonsotzon lasson, und golangt so zu Worthou, dio in dor Form 

in {at -|- ^in) : (yr + 6ln) 

onthalton sind, worm «, fi, y, rf ganzo positivo odor uogativo Zahlon siud, dio luir dor IJodingung 

a6-~()y =5 1, (j r,:;:: 0, y i -h 0 (mod. 2) 

untoiworfou sind. Nun bildou wir dio Ilalbobono A® auf dio T-Ebouo durch dio Uoziohuug t ==> t(x) ab, 
und zwar zuuilchst dio Ilogronzung. Maohou wir von dor im Paragra])hon 107 zu orwoisondon Relation 
<ZT:rfx = OT^idxx'/f* Gobrauch, woleho lohrt, dass fllr positiv rcollo x dor Difforoutlalquotiont dtulx 
stots positiv ist, dass also t mit x fortwilhrond wilclist, und boachton, dass r fllr x = 0 nogativ unond- 
lich, fllr X = 1 abor Null 1st, so findon wir, dass sich dio Strocko von 0 bis 1 dor x-Ebono oin-oindoutig 
auf dio nogativ reollo Achso von — oo bis 0 abbildot. Durohliluft x dio Linio /+ von 0 bis ~ oc, so ist 
aufilnghoh t = in-^lg{ x) + !P(x) und dor roollo Thoil nogativ sohr gross, dor imaginllro Thoil ist 
constant^ gloioh in, Dor Dilforontialquotiont dr : dx abor ist dort fortwilhrond nogativ, dor roollo Thoil ' 
von r nimmt dahor fortwilhrond zu, wonn x abniramt, und os bildot sich dio Linio von 0 bis — oo dor 


1 j 


4 - 

■m- 
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x-Ebono auf (lio Govado dor r-Ebouo iib, wolcho vom Piinkto 
Unondlich bin '/.imi Punkto m itiirallol dor iiogativ roollon 
AcllHO gOKOgOU IHt. 

Flllirt man x in dor Uilho doH PunktoH 1, wo t 
ji'i' (lax' ~\-V (?(')) oinotn poHlUvon Wortlio von x< 1 

Ku ’oinoin poHitivon Wortlio von x > 1 anf doin poHitivon IJfor 
YOU /„ nogntiv urn 1 boruni, wt gold ir in 

Jf!! ; (_- -1- 1!/ (-■• i- ’^'(«‘)) =" ''' . 

llbor wo X rooll ink lliorauH orgiol)!: Hicli, dasH man in dor 
Formol HI) don § 70 « ' - Y =- d - 1 , fi = 0 Bot/,on musH, urn 
don biorhor golidrondon Worth von r ku orlialton, dor dor 
Trana formation von x in l:x ontapriolit. lat r dor Wortli, 
wolchor Kum I’nnklo x > 1 gohilrt, und r' dor, wokdior m 
l;x gohdrt, HO iHt T.-/ 7 rr':(T'--/jr). Wllohat nun x von I 
biH ninunt alao l:x von 1 liiH 0 ah, ho durohllluft r' alio 
roollon Wortlio von 1 l)iH-~-x., und in dom Aimdruok 
t; — ’ i te(r' 

ist dor aliHoluto liolrug forlwiUirond J, Jt, worium (olgl, daHH 
T cinon IlalhkroiH duroliUluft, dor don UadiuH !, x, don Mittol- 
nimkt-- ; (jr bat und vom Punkto 0 boginiit, in dom llioilo 
dor t-EIiouo liogt, in dor dor roollo 'Plioil dioHor (IrdHHO 
nogativ iHt, nml ini Punkto ondot. Dor Hogroii'/.ung von 
.Vff oiitaiiriolit ivIho in dor t-EI)Oiio oiii Droiock Do, doHBOii 
Winkol Hilminllioh Null lund. Dio Eokon- Hind —oo, 0, iX 
/Avoi Holton, von - -x. liiH » und von oo biH X, aiiid gorado 
Linioii, dio drilto Hoito von » bm ?Jr IhI IlalbkroiH. 

Abor auob ilim liinoro von S„ bildot hIoIi oiu-oiiidoutig 

auf daa Innuro von />.. ub. Donii da drulx nirgond vor- — 

Hohwindot, mi iHt dio Fuiiclion t~-t(x) Dlr jodon Worth x„ 

n\ V fliipph ninn nac-li truu/cn P<)ton/*ou fortHoliroilonao Koilio i 

von'x-x, unikohrburt x boHilv.t ivIh Fuimtion von r koino VorwoigiuigHH^ f fnZo ’ Void - 
lunorii von .V,. ontHpriolit. Wogon dor Winkoltrouo kann f 

Halboboiio ontHpricbt, koino andoro llogron/.uiig habon, ala d o dm D miock 

aiiroohondo, und oh nillHHon (labor dio .V„ ontHiiroolioudon Wortlio von t daa Dioiock 

Son l)io untoro Halboboiio .S'„ onthllU dio Zablon, dio don m X 

& und .s;, liliigH dor roollon Liiiio, dio dor nogativ roollon AcIiho i” 

oi„o gomrte Bouo lu ^ a„do™ bo,«.Io Jtef “Sol. «n Ilio SubJutiou 

oluo bosron7.oiKl(i Halbkron m ilou amloin, to llborgolil so orblltman llboroiimndm- 

aureU KreissiiiogoUiiig in I!«ub wit to kroisloranglin i’”’!"" ^ ^ ^ , ,, Mbbius’solio Kreisvijr- 




diesom Gosotzo, so orhftit man oiiio imciullicb grosso Znlil dersolbon, wolclte dio oino Hiilfto dor r-Ebonc 
lltokonlos bodockon, abor niomak auf dio Halbobouo, in dor dor roollo Thoil von r ])OBitiv ist, hiullborgobon. 
Ihro Spitzou liegon alio auf dor imnginilron Achso und di’diigou sicli dort in jodoin Punkto, dor Trii'i-or 
oilier rationalon Zabl niidtijilioirt in ix ist, au unoiidlich violon ziisaiiinioii. In dor Figur sind oiidgo 
dor Droiocko gozoiebnot, dio boliobig verinohrt wordon kdiinoii. Sio babon alio dio Wiiikol Null mid 
dio scbattivtoii ontBproehou dor Ebono A’o, wonn x llbor /[ odor biuwog boliobig oft dortbiii goflllirt \vird 

Dio Invarianto I = bloibt uiigoftndort, woiiii x in \\x odor x' vorwaiulolt 

wil’d, odor woim r,iiiT-|-/jr und t in— jt-ir, und ako wonn r in w («r -|- /Ite) : (yr -|- dte) vorwandolt 
wil’d, wo dio ganzon Zablon «, ft y, <! niir dor ilodinguiig «/i — yd == 1 uiilorworlbn Hind. Dioso Grosso 
bildot dio /-Ebono in dor r-Ebono auf oino Figur ab, wokbo von zwoi zur nogativ roollon Acliso 
parallolon, duroh dio Punkto ~tx, — fe goliondoii goradon Linion und von doin llbor dor Stroeko 
~ix bis + w stobondoii Halbkroiso von aiiBBOn bogroiizt ist. Man vorgloiolio F. Kloin, inatliom. Aunalon 
14 pag. 117; Dodokiiid, Orollo’s Journal lid. 83; WciorstrasB, Borlinor iSilzungHboricbto 1883, 

FUr dio Function x(t) i«t dio imaginllro Acliso dor r-Ebono oino natllrliclio Groiizo, llbor woleho 
hiiians sio analytisoh niclit fortgosol'/J wordon kaiin, woil dio Hingularon Stolloii dorsolbon auf ionor 
Linio inicndlicb diolit siiul. Vcrgl. 8 ill. 


§ 10(). Das Additionstbooroin dor Function Man voi’Htcbt untov doni Additions- 

tboorom des llborall ondliclion lutograloH dio LoHuiig dor Aufgabo, aim zwoi Worth ojiaaron .v. z, ■ v, ^ 
oin drittos zu fmdon, wolcbos dio C'oiigruonz bofriodigt u(x,z) ; «(.v„ 7 ,)-|-«(.Vi„ 7 .,). Eh wordo’ 

gosow, DaimW -a 

2 = = (snHiXU% + s/tUiSu'2(,) : (l-~ A'isahi, su'^Ui) : (1 ~/c'‘z-z'^) 

und damit ist gofundoii. Eh muss abor nocli dor zugobllrigo Worth gofuiidon tvordon'. llios 

goschioht wio folgt. Eh kt 5 =;: 

ca ( mi - f «..) f/« Oo = cuui cnui — satti sav^ thaii (hiti^ iluiu — /-.vaai emit sutiicuiu 

1~ /f* • l — k'^xaht^snhi.i 

« (1 -I- /cm -I- /c'^)xa‘% — U-im'hti -|- .va^K^)) 

(1 — » 

A’ = (j, 4'2 (l-h A*2?2“) — Z, (1 -I- /f2- A'2(l -I* z") ; (1 — Z'^, 

imd daunt ist s oindoutig bostiniint.*'') ' 


n ^ ^‘>'*5'' Uboi’ ‘lio Poi’iodioitiltHmodiiln dor Intogralo zwoitor 

Gattung. Dio bunnno dor Wortlio von u in Pnnkton, in donon oino Fiuiotion doH lloroichoH a, 11 (odor 
p'®!' f! f) Worth « annimint, ist von diosoni Wortlio a unabblliigig, oinor Goimtantoii naoh don 

loriodioi ItBinoduln dos Intogralos eongruont. Eh ist wonn dio oino amnnio sicli llbor 

alio Wortlio u„ orstrookt, in donon /'^a ist, imd dio aiidoro llbor alio Wortlio u^, in donon /’^oc ist. 
Diosor SatK kann inittok dos § 38 orwioBon wordon. Botzt iiiau nllinlich 

so i f 0»'0 <kppoltporiodischo Function, doron Poriodon dio PoriodicitiUsmoduln von « 

Sind. Naob § 38 is dio buinino dor Wortlio iliros ArguiriGutos, fllr wolohos sio gloich « wird, gloicb dor 
Summo d or Wortlio ilwos Argumontos, fllr wolohos sio gloioli oo wird, w. z. b. w. - Dio Sum mo dor Wortlio 

oin altrnlu^ftTBnl.^wI’^Afnmr Sat* gogoboiu Jodo transcondonto oindoiitigo unalytlsoho Function, woleho 

oi algobiaiflohoB Addltlonsthoovoin bositet, Ist nuthwoiullg oino porlotlischo, niul -/.war untwodor oino oinfacli uori- 
odisoho odor oino doppolt porlodisolio Function iliros Argumontos. Von dlosorn ,Sat*o llndct sioh oin Uowois vor^on 
l irngmon: Acta mathomatioa Band? png. 38. Dorsolbo liisst sioli, worniif Uowicht gologt wird, an dio 8pit*o dor 
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§§ 107--1<)81 

von n(<^,0, f*'*' 'vol<'li<i oinon (^•eii'oltonou Worth hut, ist cou|;ruont Null. Dio Suinmo dor Wevtho von 
A fllr'wolclic c oimm t!;o|i:otionon Worth hat, ist coiigruout ‘iA’; 

^ ' K(o,i;) h«( 0 C2AVi/A0, n(.v.z) h«(-.v,z) r. 2A'(4/f,2iA:0. 

Dor im S KO}.;ohom) .UowoiH lilKut hIoIi imiiiittclhnr vniti .Poriodoiiparallologramm (lurch Ab- 
bihluuo: auf dio b’ldcho T* lll)orl,ragoii, wcini <hi (lurc-h orHot'/.t wird. FUr dio Parallologramm- 

floitan trotoii dio IHor dor (iuoi HoliuiUo oin. IJiu ahor iihdit ku wiodorliolon, wollon wir oinon SatK Uboi- 
dio PoriudicdtiLtHinodulu oinoH IntograUw 7,woitor (lattuiig horloitcii, uacli oinor Mothodo, dio ganx (lov 
fiu- don lloivoiH don Ahoruohoii Kalxon aiigodoutotcii ontHiirioht, nur (Ihhh hior dio Innion I dor LUlclio i - 
UhorllllHHig wordon, h.. dasH umu os nur mil dor Fliloho xu thuu hat. - Das Integral xwoitor Gattung 

/" ,('f. t) 

(I — y.C)<i 

boHitxt hoi « und hoi h box. dio PoriodioitaiHiuudnln 2 DA’:<)p£, 2iOA-':<')jc. Das Uhor dio licgronxuiig.von T' 


ovKtrookto Integral 


isl; gloioh 


/ 

/'i)(at- * n ) (/;• , /*d(n * •-» ) '/ii , , pi' <1^ .g ■ 

/ l)y o„ > / ',)x 2./ / i'y (i 7 ox (/ 

7,.. 7m .. 


,.,,0A" 


wonn « i' Hon Worth von a uul’ doin positivon Ulbr, a ' don anl‘ dom nogativou IJfor dos Quorsclmi tos 
bodoutot llhor don xu intogriron ist. Das lulogral isl ahor umlrorsoits (naoh dom Cauchy sehon batxo) 
gdoioli dlrni Product von 2/.7r in das doppolf' /.woilo llosidinnu dos Intcgrandon nn lunklo l:x. Lut-, 

wi(!kolt man nun don Ansdnudc ^ 

2(/ f (l- -xi;)a 

naoli aulstoigondon (ganxon) Ih.lonxon von (/; (1 :x)), so hoginnt dio Kntwickolung mil dor -I tou Pijtonx, 

und dioHo hat don Coonioionton l: lxx', das doppolto Hosiduum ist also l:2xx', und os foigt (iiaci i- 
vision mit 4/) dio whdiligo, sclmn iin § Hlo Imnutxto Kolalion 


()/.■ 


.D/d' 


*'()x'~''' ()x " ‘ 'Ixx" Ox dxx'A"'!’ , 1 1 

wololio lolm, dasH dor oino Poriodicitiltsnmdnl dos fntogralos xwbitor 

und dio PoriodioitiltHniodnln dor Inlogralo orstor (ialtnug darstollon hlsst. Dio Do„ondioscho 
dioHOH SatxoH wird sicli spillor orgolion. 

dm (Jongruonz MOh.fci) “Kbl v 

1 * II If 71 ' fill { t* ' fi 11 (lili Punkto Null oiuor Fuiictiou / /Avoitov Orduuug 
wonn (ti, ill', Aj, {,’'2 du) Punkto llnondlich, Aii){.;i) ttobi dm „/inli oinor willkttrlicli, wi'- 

,10, lloroW o, , s «ta,l ,lio oroto KOBObon, ... IHl v«o ““ 

la«« II, n, »uro,.l Wloi,. M„U!|,IWrt .„«n f mt (5-5,)(i-a «« 

8 8H, von oinoin conutauton Factor abgOHohou, dio 1 ovm 

' . .. .. /i* \ ^ 


1) 


J ei H‘1 (^2 — £i) — di s & (5 ~ £2) - di Si SXSi — £) > 


S, d 

So S'J, -di 

und os ist XU untorsimhonrflb- wolldios Worthopaar A*, S» diesor Ausdruck vorscbwindo^ 
Index 1) fort. Sotxt man 1) gloicli Null, so foigt ^ » rf>- 

1”) ASiS2(S2-S.) = di5S2(S-S2)-“d2SiS(S-S.)- 

Erboht man aufs Quadrat, setxt xur nugonblicklichon Abklirxung 
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r§§ 108-,109 


und dividirt mit Sgigj, so folgon dio Boziohuugon 

.. / / “ £i)* == £ & (£ — £2)2 + ;i2 ££i (£ — £1 )* — 2 cf, (jj g (g — g, ) (g — /•„) 

£1 £2 (^(£2~£iP- ^i(£-£2)*-;i2(£-4‘i)*)“ >Ii£2(S-Si) (£— £2)'- Ajg, (d:~i;2)(4-~ g,)2 
^ , , + 2 <ri<r 24 (£-£.)(£-£ 2 )- 0 . 

Dor lac or vou £,& yorschwindot fUr g = gj und g = g„ os iilsst sicli domnacli dioso Gloicluuig mit 
(£~-£i)(£“£ 2) dmdiron, wodureli sich orgiobt ^ 

£i £2 (( I + «) (£i + £2) — 2 2 xg| 4*2) — gj (g — g^) _ gj (g — g| ) 2 0, g = 0 , 

£(^i£2 + ^2£| 2fl|tf2) 

= £ (tfi £2 ~ tf2£i)'* : £[ £2 = £1 £2 ((1 -I- x) (gi -I- gj) ~ 2 — 2 j<;g, g2) -I- Ajg? .-== (g, — r, )2 

^ . (<J2 £i-<J.£2 )* («;:£? "«?£.D^ '“£i£2(i-«£,£2)^’ 

Dor Ausdruck I") bostnnint c oindoutig, - Wird also f(lr tf,g das oboii gofundono Worthonaar gosotzt 

and das Additionstboorom ist gofundon. Botet man mhi f(lr g, so orgiobt slch daraus das Additions, 
tboorom diosor Function, und duroli Wurzolansziolion wiodorum das filr xan, 

§ 109. Molir alB ywoiworthigo algobraiselio Gobildo von boliobigom Goschlochto 
Ls SOI oin Boroieb r, ( gogobcn, in wolohom dor Griindgrtlsso l dio algobraiHcho Griisso r adjungirt ist’ 
.1.0 m,l( ted, omolrmludlbolo, ,1. h. nioht inli'aolote, .Ho In r, , ,l,„l, «o,lot4„rGSl.„ns 

AX?*, 0 - fffl r" H- «, r"-' -1- «22''' H- r -I- «„ « 
vorbundon ist, in dor dio % «i, «2. gaiizo Funotionon von i voin Grade ??i sind. Ist ?•=.« < = /? 
em zusammongoboroiidos Worthopaar, oin Worthoiiaar, wolclios dio Qioioliung /-'(?■, /) = 0 bofriodigt* so ist 

'™ y ,W 

naou ^ 29 )~a l aoi aufstoigondon Potonzoii von /— /I in oinor gowisson Uingobuiig dos Punktos d 
ontwickolii und mit in ist dart ?* oino vogulttro Function von . WivA abor a! (S so iS slob 

Piinktontf-rT* ^ ontwickolii. Dio Function ?* ist in dor Uiiigobuiig oiuos solchon 

Soicta T VorzwoiguugsHtolIo dos Uoroiclios ?*, t. Dio 

'%iab2^ nm ohoi “ Wiir/Ol woil aueli A', (,•,/) vorscliwiiidot. Ftlhrt man dio 

“^soht. aVZ J ^ « Wortbou von ?■ zwoi mit oinandor 

von iliron nvoi-spbiniA ^ ^o*’o>cbG8 ?*, / babon diosolbo EigoiiscbaCt, dass an oinor solchon 

voniluon nyoischiodonou Wortbon zwoi zusammonfallon,. und, wonn nicbt iliro Wortlio fill* lodes t 

uicli /.mi ihioi Woitho, wonn i urn oino soleho Stollo vollig bormiigoflllirt wird. 
iBt jodooh uichl: h\om Hoiulorn mioh 0, h() int 

i(,., /) _ (?*--«)2A\i -|- 2(?.~«)(/_/i)i-,.|.(^_^J)27,:^^ 0 , 

-« wiodor nacli ganzon Potonzon voii t~(i oiitwickolu, aiil' zwoiorloi Woiso! 

:™a,:f'l/AiiA22--A',2A’i2 , ,, 

ii, '!■ “■ (^y H’ cj, {( ~ fiy -I- . . . , 

J'\, - -HCjG- 


it sich r 


r — « 


■{i-oy 


r—a = {t~{j)-~~ 


■(iy-\-G\ii( — ayA- 


r« I d viaSrirr . T" “‘“'“r.” '‘“l' Vorzwois«ng.- 

icCnuon weun P Doppolpunkt zu nonnon» ~ Coniplicationou, dio oiu^ 

. Aui 22 - A, 2/’, 2 « 0 IBt, odor wonn zugioioh A*„ A’i„ odor A’„ Fi„ F,,! u. s. w. Null 



iHi, .Uu' iMnlnrhlu-it l,„llM>r v.,n .lo, llclrarl.ftnifv hloibon, oh intoo anffouomnion 

woidon, (laHH aiiMM.T (l.«n ho-I, a..i'l,ol.r.n<l(,ii Vor/.woif;nii,;HHlollon nur oiafaol.o Voi7,vvoif>-uiigRHtollon voi- 
laaiiinoii, • W/llinaul .iio ••iiilarlion VoiMvoii;ui.|.;H|MniUlo I'lli' alio Finuiliomm dcH lloroichcH r 1 wonii 
dcroii \V(allio nirlif in (inipi.c.n in.Kn' oiaaiMlor -loiolior y.orriillia., VomvoiftuiiKHHlollon aind, Ko’Hind die 
sioli inil'holioiidoii Voi7,woi;vmi;;ti|miildo ..dor l)o|i|i(d|niaUlo koiiioHwof?H wicdor I'llr iillo Fuiiotionon Doppol- 
iniaklo. Dcnii voiHrliuiiuU'i. /(,■,!) and /.(>•,/) in oinoni mdolion riiiiklo, ho l)0Hil7,t dor QanHeut dioBor 
Fuiiclioaon dml in> Allr,oinoinon zwoi v.M H.diiodono Worllio, Jo naohdflia dio oiao odor dio andoro dor 
oliigoa I'oloii/.cniu iokolnnj'on > ..n ;• oiii/voHolzl uird. Finoin l)o|i|)oli)niikl. oiHajiroolioii zwoi vorHchiodono 
Slolloii d(*H Itoi oirlioii /•, z, an doin nnr oinic.o I' nni'lioaon don llofoiolioH doaHolliou ^Vol'^h lialinii, williroud 
oliio Voiy,woipan);Hiilollo nni oino Stollo ini. ’ 

' i. ''Oiroliiodoiioii AVorllio von r ('dr oiii /^o|^'olionoH /, ho vorHidnviadot dio in t 

gaiizo, woil oiii\vor(hi,".o. and (dr omllirlio / oiidliolio l.'niiolioii voni -IJton (jrado 

■'/ U'-i, 0 /'i (r,, 0 /'i (d, 0 . 

ill dor oiHloii Ordnuniv in jo.lom Voi7.\voipiiii{;/.iiniiklo //, woil dorl. '/,w«i Faotoron wio r~a odor 
j//--;/ vornoliwindon. In Jodom I >(.|i|>o||iiinklo. al.or wild dio DiHoriiiiiiiaido unoiidlioli kloin zwoitor 
Oi'diiaiij^', woil '/,\\oi I'Moloroii wio !■ ji loiHoliwindoii. l)oin lloroiidaw, / j^olilirou doiiiiiaoli 

ir Ill (ii I ) . 'ill 

Voi7,\voi;;iiaf',wd'dloii an, woini ./ I )..|i)iol|.anklo M.rtiinidoii aind. 


llnr Wi^visWU f\ i hA jm Cintiih^ m^iiirr Nninr imrh mil dr.in llmdrlio /, ;• idontlHclL Hoi HoHtimmimg 
(loi* V(M7AVcd/nnir'’f"^^H'H('n mIhm' ir.l diti ()i'(!nm),v; dnr VnrialMdn iiirlil ^‘loi(dij!;iIti|j;', d(Mm nio von 

dolu piirlirlhm l>inn<mllal(|iH>iini(iii, mvh dor orKtoii Vuriahnln, iih, l)i(^ Doppolpiinkto 

Kind von dtn (ddnuiip; dn VuiinlMdii iinn)dr:in*;ij;\ Wir<i dio Zulil (lor VorzwoigniigKHtolloii iiii 

lioroioliiM’, / ndl //>, din im IHnidrlin. /, r mil Wr lM‘/(Mtdimtt, ho ini; 

H't ■ 1) *!</* ' ' I) *2^/, 

VoniiinchnI man almi dit^ /aid dm \Vindini;:»ipuidvlo iini das DttppoHo dor Unulzulil dor Oloioliung 
in anl din ( itiin \ ai inlad(', no mpiidit aioli trr ‘2a > av-- 2/a* DIoho inniior j^orado /ahl 

^vil'd mndi liimnann jdididi /(// 1) ;■,n^inl/t, uiid // winl iIum (lOHolihmlil doH Horoi(diOH {^oimunt, Bolzt 

man lllr //•, oilnr n\ ilin^ Aimdilndvr in m, n, </ (dn, so liinlot niiui 

jf {n l)(//i I) //. 

DioHo /aid isl lllr ailn rnn-jiimilmi nmtdolm diminlla^, nio int Idr si(» (diuj 1 uvarianlo, — Ui 

oino Kiimdiini dim llmcdnlnoi /•, /, ilnvn Wmllm lllr dasKdIm / niidil in (Iruppou anloiHunandor ftloiehor 

zorlhlloii'^'), mid sind r\^ r. y r. /',* dii^ vtnsiddmlonon Worltio von r' I’llr (hiHHolbo /, ho wind in dom 

AuHdnn*Iv(^ (/■ /'.i) ii dii^ (‘mdlitdimHni dor l*oloiizou von r' iUh KynnnotriHolio 

I'lniidioiKm dm’ vmiadii(*.d(m(m Wmitn* idinvoithifin, nlmi ratioiiulo Kmmlioiion von Dor Aundniok IliHHt 
Hioli niit sidnlum |vmi/<m Kiim’linn von / imdti|di(droii, duKH or in oino ulf,ad)niiHoho Gloioliiing 

mil (A‘uir/.(Mi ( ‘ucdliidmiltm in t Id/micidd, vom (Irudo // in /•', voin Gnido /;/ in /, wonn im 
Horoiidm r, f ///'inal nmnntlioli wild. Dioso Dhdolinii}; hdirt nohonlioi, duHH /*•' im Jiloroiclio r^i 

jodon Wm I li |.!:Um(*Ii nil unnimiiiL Die? Distnimiiundo diosor (tloiidinn^^ iat in I vom — l)i«a 
Dmdo, nml dn im lU'ndidji? r, / 2;/i(/r I) 2//,.,i Vorz\voignn{j;HHlollon liat, wonn dio Dopjiol- 
imnkto doH lltn(d(dn‘M r, / nind, an hat dm' llinoioli /‘\ / 

</, ', / ' ' n 2 w# (// 1)1 2//,.^ ,) (;// " ///) (n — 1 ) + dr^ t 

ih)p])olpnnkl(', nml lllr das (ioschlmda dim IJmoioh(‘s / / orgiobt Hioli domnacdi dio /aid 

l)(// l) [ff/ ))(,< l). (f/p. .///)(// — 1 ) — = 

d. Ii. duH (jmirlilcold von/', / isl |<d*didi than vmi ;*, /* 

DuKHtdla^ p:ill imlihlirli, wonn man Hlr / oino nouo Vuriiihole onifdlnl, woniit dor 


^) /rrlulh-u (lilt Wi riln? vnn r* \u (♦rupio'ii uiili'ioiimmha- alolohor, ho bnuiohoii iiluht allu Vorzwol^amgflBtollon 
tloB lloroirliOH r, / /iialcirh oindi Vrr/.wtdKimmotnflh ii i\vn llrndrlioH r\ t /u mdiK Kh IhI tluTin r' zwur wio r vomvcigt 
iibor nli‘hf r win <ijn lirndrlm stud i‘lniann‘r nh:hl roiignamt. 

'rimunn*, h, ;l AnIL 


10 
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[§8 109-^111 


Sntu erwieson ist, (lass das Goschloclit dor cougruoiitoii IJoroioho r, ( und ?•', i' diiHsolbo ist, dass das 
Uoschlceht oino Invavianto ist, — Dass r aueli oino rationale FiiiKition von r\ I ist, das's oben die 
Boroiclio r, <; r\t congruent sind, ergiobt sich (lurch Elimination dor iiblioron Potonzcii von >• atis d(^ii 
Gleichungou r' = /•(/•, t), F{v, 0 = 0. ™ 

Donkt man sich r, t als Cartosianischo Coordinaton oiuos Punlctos, so sagt man, die Gurvo 
^(r, 0 — 0 soi vom Goschloclit p. Eiuo Curyo »lor Ordunng, woim sio nach dor in dor Goomotrio 
UbUchon Auffassung im Unondliclion koino Singularitilton hat, ist in Bozug auf boido Coordinaton von 
gloiohom Grade, und sio wordon gloichzoitig unondlich. Dios wllrdo lici dor hior nach Rioniami an- 
pnoramonou Auffassung oin Vorkommon von sich aufhobondon Voi-zwolgungspirnkton iin Unondliohoii 
bodoutoii, und zwar wtlrdon m(« — 1) solchor Pnnkto zu zfllilon soiii, da fllr oin unondlichos / iodor 
dor M Wortho von ;• mit jcdoiii andorn gloich (unondlich gross) ist. Wir wordon also, wonn d die Zahl 
doi Ubrigon Doppolpunkto ist, fttr das Goschloclit dio Boziohung orlialton 

./> 7 2)_ rf, 

was init bokannton I'orinoln dor Goomotrio Hboroinstimnit. - Es ist aus dom AngonUirtou orsichtlich 

dass dp Goschloclit oinor Curve nicht bios don collinoaron, sondorn aucli don sogoiiaiinlcn Crcinoua- 
sohon Vorwandtscliafton gogonllbor oino Invarianto ist, 

§ 110. Boroicho r, t vom Goschloclit Eins, dorou Adjuncto r molir als zwoi worthiff 
18 . Es SOI r nut t (lurch dio Gloichung A'(r,0 = 0 vorbundon, wonn A' in r vom Grade «, in l vom 
Mo m 18 , wfthron(l d==.(«--l)(„-i)-_i das Goschlocht also Eins ist. Dio ganzo 

lunpion i/;(r,0 vom Grade k~1 in ;• und m— I in l outhillt m.n Oonstanton, doron Vorli/lltnisso zur 
Bostimping pn »i«-l Punkton Null dionen konnoii. Es wird r ,«-mal, / «-mal unondlich gross, 

N 1 B J' f'" = mal nnondlicl. gross und also obcnsoviol mal 

N 11. Bostnnmt man nun d dor Constantouvorhilltnisso in i/. so, dass •/> in .jodom Dopjiolpunkto vor- 
schwimlo, so vorschwindot aussordom noch in a 2d 

luukton und ontliftlt noch vvillkllrlicho Constantonvorh/lltnisso. Wordon 

Nullpuukton auf gogobeno gologt, so ist dor lotzto dadurch mit 

ist Siilii — 2 liostnmnt, so blcibon noch zwei (Ihrig, von donon oinor willkllrlioh 

ist. bind minp,(r,0 und zwoi solchor Eimctionon, dio in don Doppolpnnkton und — 2 

g^obonon 1 unkton gpichzoitig vorschwiudon, doron woi tore Nullpunklo alior vorschiodon sind, so ist 
z omolMinotion doH IkroiohoK r /, dio mir zwniinal uiioiidlii^li aroHH winL iodon Worth 

und zwoiton Grfulo in l, und dor >•, l. congruontc Borcich z,l ist vom Goschloclit lOins. Dor Boroich Lz 
Graclo L'T/' ^ Doppolpunkto. Dio Discriininanlo ist vom 

Sfne- I ailvl T r'"'. "!• n i" vior Puukton oinfach. Dio 

Jjosuug dor Gloicluing Umt Rich in dio Form hringon 

worm III, Aj rationalo Functioiion von 2, und u, h, e, c dio oinfaciion VorzwoiguiigsHtollon sind. Es ist 

Daiaiis folgt (lor Satz: Jodor Boroicli r, ( vom Gosoliicclit Eins ist oinom Jloroicho .?, 2 congruont, in 
Z1 r i" ^ und os lasHon sioh, wio ,v, 2 , so 

n„,l cto„ Xr„etj;°zr“’'’' .„t.,rolli,.ttaol.oK„.oti.n 

nmifwliflp^r tJosohloeht Eins sind als rationalo Eiinetiou oinor doppolt 

ponodisclion Function und ihror Abloitiuig; daratollhar. 

§ 111. Eiu spooiollor Pall. Ist dio Punctioii r mit ( (lurch dio Gloichiing vorknllpft 

,, . 2'V,0 = ?'='— — c) = (), 

so habon wir, wonn i als Grundvariabolo angonommon wird, oinon Fall, wio wlr ihu von dor Botrachtung 



§§111—112] • 

vorliin auHHCbloHHOii, (Iuhh fllr r =- <>, / - = «, h\ 0, , - 0 int, inul ol)onRO fttr r = 0 , 1 - 6; r -= 0, t - c, 
Mnn mkolint alior dan (lOHC.liloclit tUm llovoicboH r,t Hosloicli, weim man r als anindvanabolo, t als ad- 
i Lirtoannimml. Scbvoilion ivir (;{l,r) t'llr /•(/•,/), ho int wonn ^fi~-2{a+h-\-c)l + ab-hho + ac 

^ 0 ifit DiOH Kiobt '/.woi Worlbo von /, '/u jcdom {ycboioii droi von r, os giobt also soebs VorzwoigungB- 
TAllmi ’ Da I in (1 voin diilloii (irado iat, so babon wir aim dor JJoKiobimg w — 2?i = 6 — 6 = 2(p— 1) 
n fill- das (losclilorlil. don Worlli 1. Hol/.t man «» wird dio Gloiebung fllr z 

' (; o)‘Z^ - ■ “ «) (/ "" l >) "-- = • 1 ) — 2 / {cz^ — i (« -I- h)) -I- — at ■= 0 . 

Lost man diOHO (lloioliung auf, so iblgl. 

/ li. , I z'-' ■ • .j (a ■ I • l>) • I • l/ 2 '' (<! a) O' t) I' 1 (a 1) • 

Wird mm .v fllr l/iHa • •«)(<- r)-h ] gimot'/.l, so ist dor Boroioh z, dom man nocli 

Inifilit dio Logondro’sobo odor dio '/.woito Normalform giobt, oongniont dom Boroicbo r, L umj dio 
S! cti.mon dOH lolztoron lassou sioii dmcli olliiiliscbo Ifunctionon darstolion. Emo dirooto Darstolhmg 
dor Fimotionon r, / durob 'I'iiolmiuolionlon babo iob in Boldlbnilcli’s ZoilHobrift (Bd. XXVII, pag. 181) 

gogoljon. 


I)iir>si(vlhiii^' d(‘r zwoltor iiiul drittor (jiittiiiig 

(lurch Tliotufuiictioiioii. 

tJ 112 Dio logarilbmiHobon DilTorontia)i|iiotiontou dor Thotafunctionon. Dor Diffo- 
wild wio aim dor Bmindirltilt dor 'I’bolarimotionon nnimttolbar orknmit wnd.'') M it naoli ucn MotUiin 

« Z™™i toH » 'vi-i ““'“'"'I' 6“ 

mall M als Vimotion von .v, 2 (in dor Logoudro’solion Norninl(brm) odor yon 0, t, (Normalioim 11 ), so is 
Z (u) in dor -/.ugobfiriKOU Flflidto T' oiinvortldg:, liOHlt'/,t boi a don Boriodicitiltsmodnl Nul , 01 

piSkdlillmlor : nnd wird in oinom 

OidnuiiL' ist also oin Intoicral zwoifor (iallung, woranl wir jedocb oist splltoi kommon woiion. 0 
&t;l tl ni„.u. K«aon r»MU«u Ut .tot. u,,.mao, o,.d 

bin ist !>««» f'''' '« ,, 

ist, orwoist Hicb loi<dd.^^f^^^«(i^dt^^^^^^ 

orgiobt siob danu aim IV). Fornor ist •#v\„a rA'''i = oo 

- .lie o„..„»ho,„io., 

Z.,(.,+ 2 «olz.,(»)--.l»t*;w™n (A,)»( 0 .)l.t 

DifaSrt .0 e..« - 

IV) P!, 5sr- 


sau 


cati 


*) Dio Jacobl’acho Funollon 2(«) wlrd liter mil 4i(«) bozololinot. 


10 * 



124 


[§8 112-114 

Zur Boreohnung 4or 2^Fiiiictionon aus u dionon aus don Tliotadai-fitoniino-nn in t 

Reihen unraittelbar fliesaonde Pomelti, von donen wir niir oino lunHcliroiboii- ^ lioducton und 

P«»srap1l%6“etabr" '"»« 'Vi« Tolsl. l)i» Wai 

loQ,M = KjQ,, -2/i/5)J(l-,/»M) //(»'«-•>] 

m -niu 

imd wena man die Logantliinon in iloihon ontwickoU, was flU- ailo roolloii Wortl.o v„n yv.ic miiglich iai 

/i70oi(k) = /<75P(1~(?«<'*+1))_2@„,.©„ 1 . , CO.V — “ * 

Da f(lr reello Wortho von u‘J{ dioao Iloihon inihoilingt oonvorgont aind a!! k/lnnon xvi.. AU » •, 
felS» Clev beidM 0.„maUo„o« umMnon ,„ul ,li„ s«„,„„ai„» III, or ,„„f,|'|„o„, .l,.roXlta 

Iff 6)»1 (u) = /^5p (1 — ^•i(»+i)) 3 @ V" . C«,v {t/mu : A') 

und wonn wir u um /{ vorineliron, orlialton wiv ^ 

lffd{u) == V’"- A’) 

und wenn wir endlich dioao Pormoln dili\)ronziron «Kl---V-"‘) 

VJ) 2.,(.,) _ M )_ ^ ,»,«(„) , ,.) 

^ l(u 

I) t,:'™ ') « '■»'*"» -IMbar .1100.1 

Das (sogenannto) Additionatboorom abor dor Z PiiLiLt li ^oOO — w: 2A'. 

i„ Bolg If : .t‘ j ' aur r,„so.„|„ w.!,. ab. lis tee 

Function mit den Poriodon 2*; 2W, dio in don boidl poriodiaobo 

Punotion von „ „„o„d|ie|, p.., ww/r,,!. ",,d !™ alo 

nach von dor doppolt poriodisohon Function mit doiiftnllmn i»n ’• y«*««liW!iulof. oSio kanu aioli doin- 
dor diooe,. proporUooaL P,.„c,te„ “1^!“) Z 2 ,T „.lor 

unabhftngigon Factor untorselioidon. Sot/] n an // fm « «< ' ?i I ‘I- '<• von « 

(odoi. XI, §55) „„d ai.o 

Z,o(u+v)=.7^Uu) + Z,,iv)^l./cVc'^-^^^^^^^^^ y , SViS ' ii.fllZ 

DrooollK, Moehode Hofort ,Uo aloioi, ' rI«>J «,fo«- 

) ^i(«+v) ^i(«)-|'X(n(v) — drraj(r«r,irt.aj_„\ / »y ,, , , 

IV) ^,o(«+ u)==Zio(«)d- Z,o (!,)-_ «»««<», 

yx 7 V 0«M0«t>ca(M-|-i;) ' ^'«0<)=«2X,o( Vji). 

und durch Spocialiainmg :4Y<«wv(.9a^ 

Xl|_, 2., (J-li-, 

§ 1 4 1 ’ ^ l/l + * 

^ oorgloiohon lot, laeBon^iL''ftb,w'^o"' rmnefonnaliouBformol I) doB 

trZf • '■ ‘“*""8“ mit dor i s, <lio Z-P"uotiooon 

f«n.form,r., nod dIo flir roollo , „|„ roln At'llr" ^ 1- *' 

o Aigiunont ju om rcolloa vorwandolt. Es mdgon 


,/f'j I usau 
CM* 3 M caw ' 


•sa’^v), 



§§ 114— IKl] 


niit dom Moihil t (Klor (loin Modul dov olliptischon Pimctionon k~\/^ 
soiu, wlllii’oud //,/(«)> l'’nn('linnoii mil dom Mndul t* odor dom dov olliptischon Fuuotionon /<:'=! |/j? 

Bind. Alndium IhI; inuili 11) 07 

^ OmiHf. : -'AA' . 

Diiroroiwirt man dioHn (tloioluuii!; loi'avitlimimdi, kii I'oI}!;! 

'/h,j (k) ■- : «Jt : 2/i/i ' -h V/,^h (id) , 

imd woiin man ’id fdv «. Holiroilit, and mil / imdli|dioirt, 

I) i'AM' II) i%,(/k) -I- ;fn («,/('), 

III) lZ,n{m) V (i<x;2/i7i'0 I'ZioOO — /</« (i<, /(') d" («< A') 'H i 2A7i’0 + ^oi ( m) . 

Diffovoii'/.ivt man ilio (llohdniiiff 1) naoli h mid H0l7.t mvolihor ?«!=:-> 0, ho IHobhI darauH 

IV) <-)" : W :: i {jt : ‘i/iViO -h (-y * ! W . 

§ liri. Dio DirrorontiahinoUonton dov /jotafunotionon Hind doppolt poviodiaoho 
Fuuotio'uon. Vm don DilVoronlialiinolionlon dov X-Pnnotionon kann man daduvch golangon, (lass man 
(h filv 1» in don AdditioiiHllioovomon dim vovigon I'aviigvaiilion HOt'/.t, odov naoli Potonzon von u ont- 
wiokoU nnd vovgloiolil, wuh hoidovHoilH mil n innlti])li(iivt IhI. Ho (indot man 


1) 


in) 

(T-! ///«(») 

ila'iii '''(■) 

>A'^-h 

H" k'^ctfiu 
H didn 

™ H 

/('* 

4-'l .L 

' (luhl 

11) 


{u) 

, F-A/W|ii('<) , 

■. ■ ■■ 

Win 

— 1 d«-« 

w;:, 

Wo, 

A^-|'A*c«’«, 



C'O ' 


H ^ . o. . t jii 

k'‘i 

W" 

drt*M 


HI) 

x;„ 

Hyu iUl'hl 


cn’^u 

Wio 



IV) 


(») ’ 


1 

W,„ ‘ 








80 folgt 


§110. Kinigo Ho'/.iolinngon Kwirtiilton (’oiiKlanton. Botzl man 
I) ’ \/l — jci: ! - h)) dh -- fihihiilH A', ^/‘( 11/ l-’-x'fi : l/£(i”-£)) d£ 

imd inlogrirt dio DIoiohmig 

t/,! tAl ^ ^ 

sotxt mail ga!K;il, uihI vorlauw^lil man x mil x\ ho orhillt man dio boidon ttloiclumgoa 

11) (I.. 

Inlogvivt man dio (lloicliung II) doH vovigon Pavagvaplion zwiacliou 0 und K, ho folgt 

(A’) — 0 ssBs : ft^oi) A’”' A-(-A.', /t jA^— l“(^o( • ni ■ i 

Urn abov Boziolmiigon /.wlKobon W'sW, W”, 6>','„:6),a zu ovlmllon, dillovonziio man (lo oie ungon 
IV) do. 8 112 „.oh 1,0.1 -CM 0-^0 Mu™ f 

111) I I _ _ , g ^Wir-- - Si y +8®_ i-r-j ’ 

E—h' 6»;‘, „ *' • 


lY) 


g nKf' 




- ^ /If5 — 2^^^ //* 1 — 1/' 

Dio Giolclumg IV) doB § 114 giobt, wonn dio & duvoh A, A, dio 6 diucli auegodvllckt wevdon,nac 
MuUlplloallon rait h'K' dio Logondro'Hclio Uolation (vovgl. § 107) 

V) KE' + K'E-~KK'-« \ 3t. 
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[§§ 117—118 


§ 117, Vorgloichung dor 2r-Funetioiiou mit don Intogrnlon '/woitor Gattung dos 
Normalboveichos II. Multiplioiron wir dio Gloichungon I) bia IV) doH § 115 mit u durcli 

u(a,Q orsotzend, so find on wir, dio Gloiclmngon III) und IV) dos voiigon Paragraiihou bonutzond dor 
Roiho nacli dio Formoln ’ 

1 ) 


dahi K dahi /( J (1-4V ■ 

M 1 

ftlr « = /r, 

« « 

III) ;fio(M) = ^ /* •{•dg 

’ 6)oi ca’'« G ca^M M (l-"Od’ 


(<r.« 

- 1 y& 

/ d 

«'n 


IV) /„(M) = g'' („_/^). 

C7ii| 


sa^u ~ 


Cifiu ' e J (1 — i;)' 

O'.i:) 

f/l 


Entwickolt man das aus II) iliossondo Iiitogral fdr E niioli Potonzon von x, Jif analog naoh 
Potonzon von x', so orhlllt man in Gauss’s Jlozoiclimuig 

V) E = i-OT/'X 1 , “ J , 1, x), E' ==: jr/'Xl , — J , 1, x')' 

Jacobi giobt, wonn k kloin ist, (Gosaminolto Worko, Ikl. I ]»ug. :i41)) fdr E dio NilbornngHformol 

VI) E = l/F(l H- \/y^)K: (1 H- l//fO == l//d(l-l//d-|-/fO/i'. 

§ 118, Auswovthung dor GriJsson >9’, >9oi, »9'io. In dor Forinol 1) dos vorigoii Paragranhon 
transformiron wir das Integral ./(I :(1— xe))d« duroli dio lloziolmngon 

(1 — x£) d« : (1 — xg) ^ du === d« : (1 — xg) - ;<i; rfK : ( 1 — xg) , 

« (d. S) = y (1 : (1 - xO) - jcg)) da = y'(1 ; (1 - 4 *)) du - 2x 0 k : Ox , 

,/ (1 : (1 — xg)) du — M -|- 2x 0« ! 0x , 

und orhaltou so 


I) .Zoo (m) = CM -I- 2 X x' <== c'u -I- 2x x'A' --^— ^ = 2x x' A' ^ ^ , 

0^ » 


I 11 #•,» 

worm dio Constonto c' Null ist, woil Z„o(A')-« ist. Usst man « mu VA" waclison, so folgt aus I) 
(uo uns eolion bokaunto Eolation 

II) — ix : AT — 4 ix x'E-^ \ jt* : A’» == 4xx' . 

DilToronzirt man I) nacli u, aotzt m = 0 und woiidot dann dio Gtoiohung II) dos § 47 an, so folgt 
T„x niffd- 0r dlgJ( dlffO- . ,1 /i'E 


■yi/Ri 


is __ , 


J jp, Wi 


und also Const, = 1, und woitor (vorgl, § 65) 

IV) 


•lOC:, T 


■ 00 , fl =l, 
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1 1 ()•**-' 

^ w.tiii fltu /'lliunliiiiii>‘IUt ; 


w i i'i Uocliri<-iili(m dm* KllipHO, U a dio kvohro, h ilio klcino nalbachao oinor auf djo 
viukliKOu (!..orcUnivt«n a:../ l.im.Kmum Elliimo uml /^dio PoUiUho) dov dio Nomale 



,i; 1 / ,r ,0 . 

V.'/ 

1 sin p 

V , 

Gosjf >■ 


' ’ 

Wi " 



(, 

.r'A a 


tlfl! ‘ 

' ‘ h-y- 

1 ' 

W 

ff^.l 


a* 

aa Gtfs- p 


(IM; ! 

wt \ lili til" P 

1 * 


f *'* 


IPlfl'^p 


siit^p 


(/// *»* 

itn 1 • hh l;i"p 

a^{\ k'^siw 

'/O’ 


al/Ksiup 

•Ilf . 

It A 

'/' 

lip 

■' /!'/» ’ 

lip 

/!•/» 



.r'O 


h*' 


will 


l/l' 


ririiont^In r;nV'i;i::iura; « ko.,...™, » « .,»h «> 

doH IJ 117 , woim nl'l iUmi K,lli|iHim<i«iidmnl(»t licdoulet, 

" ,v:<f =4 i((m) I'AfCA • 


acMii (tcoap 

If -sin ft uli^'^sinp 

' «l/l ’ 




li liO. Kin lnt()K'‘<'' di'itKsi- (lattiiuii;. Eh IhI 
^ Z„i(« + i0-“"4.(« «) 

w;,.(K 1 .0 «:..(»■' .0 Wi.{v) ; 

«„l(« I ‘0 W-'lO’) " 

intogvil'l timu lllior ii, hii erlidll. man woitor 

/ m' I- , («') V u ' /« V 


- 2 .v«' y I — ( I 

‘‘s«y '" 1 — AWw^y 


AVi-y /' 1 

cvty f I •A*.' . 

odov in dcnMaenld’Holmu U«/.idc.linui.KHwoiH(> i\m lnto«mloH driUov (laltung 

II \ 


“wii(y) ' 




Will (m 


I) II («, I>) t*-- U (y) I' i Ilf (,( , I 


•I') Pkhavcaiuhivsa'^udv- ^ /> «l/" 


«(i— tt)(i— 
(1— «xg)V 


.i»« “““ “ "" 

do, u N..,.o„ .V«ruu, VMl— 

Ita HOKoniionlo AdiliUoiiHlIioorom L«r ilbor- 

auoh in Ho.ug auf do.i Parainotor y. kanu lolchl a poato.loii bowioaou 

lasBon Moibt. Dio botrolVondou Eornioln «ind: l-P /■<?«» 


III) ll{ii-\-l,v)-llM-n{t,v) - Vll/j: 


7i(isausaisavsu{ti + 't-^ 

1 sa M sd V ^aCy+w+n) ^ 

IV) fJ(u, y-h;y) -//(u, v)~-n(u, w) -b k^usausatu saiv-hi^) = i Hf i 


Y) //(/f,y)»«i 

ir(0,y)=aO, If (A 

VI) Ar/ICAT. . . 

Dio Poriodicitnt abor iat in don Clloiclmngon entbalton 

% 


Botracblung dov uamonimg u».v» 

- (ir+K04,W;HA»:2», - 

f/(/i'+<Ar^y)-(A-+iJiroWy)==T'5«''. 


:2Ar)+-i-<Jf. 

k). 
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|§§ 120-121 


+ i7(«,t»-|-2/0=: //(»,.), n{u,v~\-2ilC)^ij(uv-) 

inol,I 2 S (S-l 7 PoriodidUltsnuxlul 2A%,(,), l,oi Idon Ponodicit/lts- 

,• ] ♦ T ^ 1 * fl'iiB forma hon dor Tliotafimctionon, dio wich auf don Modnl k im 

ml.on, m soldo , 0 oiol. a„f ,ta 1M„1 l„iol,«,,, lin.lot ,n«,. ,lio lioolohungol, 

vin) n(iu,iv-vK) = n{u,v^-jc',k'), / 70 -«,«-i-/.’) = - 7 /(«,?v-i-/p,ao. 

sowoodif .!"S; l’ r;r r 

Ti»' ^'1- Tl'“’ ';<’! 'vl « s 

dio im yovigcn Parugraphon augowandlon. Auf dioso Hoiloitung Vorziclit loiatond Htollmi ^ 

lie .0 «olc or Fonuoln ..au.n.on, dio von Jaoobi (GoHanunolto WorJr IS 

lu donon \/a^sav, o(«) == i/«(i-«)(i_,,«) ^ 

M) 




«^ii00- 


/ V'JT'/ 

(l—xaQd’ 

k?) 


. ; ^'^<11 ('* '0 / i '>'(«) C 

fV„| ((!■ I'lf) rt(l— 




f"A)i ('< 

Will (m 




III) « 4 iWd- 

O'.i:) 

IV) «^,.W-i- 

/ (l — «)(i;.~ «),)•» 


■ •'?-*) ^ / ,! ?c( 

* 7 (1 '«f/)(l ' 




(0i i;) 


(",!:) V' 


7 - 7(1 (O'P?/) / rt(C- -«)(? ' 

# '0 

OT)!:) 

«^o«0’)d- /*“ 

- 7 - 7 „(o.| w) 7 (1 — 5 <rt)(^- -rt)' 7 ’ 

(<»,v) 

(«)(l™g)d^* 

(I— iKft)g)ff’ 


Wi^} 

VI) /* I’<'‘7(«)i-C 

7 ^i(»{y-l-?<) (i~rt)(l -«“(i~x«)g),f 




(ff.i;) 

7 ^- 


- , i oi<i)xUl^ 

(■h<,(v-\-H) 7 (1 — 5 f 4 (l“rt---(l— -Xflijgja ■ 

Wuotiou aVT tnI:[Zp:o\S 

;l.,m,oHio6on,lon o.,l, vovodwtaloo. ^ 

Dio iCra ; w rs:, f 

n() I/(4)o^<»)'0/»(«)a-hl/>(£)(ia) onthnlton, vvoriu ip oino gauze 



12 '.) 


■' i«l, .!» ii. «"i V„i7,wolRnuM,..ukl„n Bckrtotoa wi, 

iHd/W),, <'•< ‘ 


,<) ( I «xi;) M "" «<Ki - "" ") '* ’ 

■HO" I , . . 


(K " (?;• 
VI 11 

/ (C' '0 


/iiHiitw' imil NiKilitriifj:o, 

K.u^-n.;n, ,v,o w«rtu. 6 - 

oin ohifiK'lt y,uiiinHin(ntliiln^*>cnn<H htU( K^ 

ontHprcilum. cIuh Inuor.^ .lioHOr l.inio oiniar . ‘ ^ ,voan am i’ goftthrt wild. um2/«, 

iHl //■„ aili I'liiila nil liiiiwii van i, ho v,,,, oinom rimkto im Inuovn 

wolcliOH di() Hidioinlmio mil i iMiiltiplii’iiti' J!' ,’ „„ w/lcliHt ly{n> — ih) obonfalls uni 

ftUH ^'OHidion, iHl. I'MlUrl mnu ami ^ •); nacl. dor VorauHBoteung 

2i5r, wail divH Koimn diiHUollm ml, aln ot. « II U ^ jodon Worth 

in S niidil. imomllioli g.oH« ivird. ho ni.iHH oi.u.iiu 

«;<, ill. l.iuoni I'.m i’ oinuml mid ^ ,s' niclit vovHcUwindon knmi. Donu ist 

n>\z,)r 0 , ai"", . ... -I i. 2 ;ir.'i: 

BO lllHHl Hi.d. r- .. mild. Polonwm von Imi wl-tilo yon wolelio. 

liiilioror Wurzolii) ontwiidadii, und y.n ci>i« « ^ KHWllrdon donmaoh -/.woi vovHolnodouo Woitho 

rvr;. dmn:^.“ ^ 

■ I Itniwai nic 111 milKticli iHl. 
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[§§ 123-124 


« (t) = „ (0. rj . K (<>. ^0 - X (rO 

i9'>(0,t'-|-ot) t'AJ.CO.T*) 

uiid 08 durchliiuft « nogativ roolloWortho von -«> bis 0. Wird alao r tlbor dio JiogroiiKuna- doa anf 
Droiocks A positiv horam gofdhrt, ho I.'Uift x tibor dio IJogronzung doi> Ilalb 
obono m dor die x positiv unaginliro Thoilo liabon, poHitiv olino Umkolir. — IhI oiii Worth von « 
n .9 80 witob^ wonn r u,n dio Bogron.ung von A gofUhrt ivird, «,n 2 . 1 . Snu <la . Ir 

loLE roollo Aohso tauCt, ho iat dioHor Zuwucha dio init i multipIiSo 

dioso Holioinbaro GroHHo ist (woil dio Aohso 

^1 llon->-on'/.nng von A aioli inn Uiiondliclio^, 

^lockt, imd zwoitoiiB, woil x auf dor BogrouKuiig fdr uuondlloli groHH wird. IJm dio HohhisB 

woiso 8troiigor zu maohon tlndom wir .A otwas ab. Uutor A vorHtclion wir oino l-’igur, dio urn /V o' ' 
Htoht, wonn wir orstons dio Punkto -- - ■• “ ‘o'“) 'no ana />„ out- 


(luioli oino Liiiio J, vorbiiiaon, iind do* jonwits dioaor Unirilojondo hSdt raw 
w ™.ton. owol .oh, „ol,o & liogondo I'nnkU, don oinon onf don, Jiog,'o ,, XS,S ' ' 
Sr„M ,'■ ’ d,„.ol. oino «ol„ kn,.o Wniod. vorhindo,, u,.d , ,tr i„ * Z 

Auf dor Linio ist (naoh don liogoln dor Diviaion von Potonzroili on) 

i»t 7"' '™ ■■■ s.-.* so.,,,* 



SrdMOr „nd s,l>,«ir ,vml linn d n..iro. . • , "’'>‘ 01 , mit al»,oh,no,„lom « 

Ll i, ”, „ af ,, Si ’ ,ri" ' r ' ‘-''‘I™ A 

Molo, von «. a„. 60.ol,o» L ,,n,l « «ll, 7 , '"’"■'“'“"“S 'Iio.o» Go- 

"= - - - ^0= 
sioioi, foirt das. ,» „ jodo™ « ""'~™ “■ 
woi WorthoT, r,ntamroihh”rtihl'"°ir^^^^^^^ wmlmlo gnnzo lra„«oo„do„lo l,'„„clIon, ,volcl,o 

i(h-«) oi„. *«o t,anrr,,i“Cii^ , ir.L7, , g(o-(aw-«) 

flolbon j„ dor x-Ebo,io wogon d 7 r klfmlmdJk •!”* 77 ”,” 60 «c 1 ,Io 8 bouo„ Eug, eo outapriobt don,- 

.jit Lrr Kffi rs js .*■= 
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§§ 124 — 125] 

die scheinbaro Grfisse dieses Zuges, vom Punkte 0 odor Punkto 1 dor x-Ebeno aiis gosehen, ist 
Null. Denn wild z tlbor jonon Zug dor ^-Ebono gofUhrt, so waobst l(jx^f{G'(z)\Giz))dz urn Niclits, 
weil'ffCa:) »icbt Null wircl, und obenso wflcbst lg{x—\) urn Nicbts, woil G{z) — \ nicbt Null wird, 
woraus eben folgt, dass dio scbeiiibaro Grosso des Bildzuges in dor x-Ebeiie in Bezug auf Null odor 
Eius Null ist. Es giobt dabor in dor z-Ebone keinon Zug, desson Bild in dor x-Ebene den Puukt 0 
Oder den I^unkt 1 alloin oin odor mobrero Male in dorsolben Eicbtung uinkreist, obne ibn obenso oft 
in entgegoiigesotztor Richtung zu innkroison. — Zeiehnet man nun in der ^-Ebene, von zj anfangend, 
einon gesohloBsoncu Zug dor so bescbaffon ist, dass dio grfisste Scbwankung von G{z\ d. b. die dem 
absoluten Botrago naob grossto Differonz dor Wortbo von G{z) auf Zi, kleiner als Eins ist, so kann 
das Bild dieses Zugos in der x-Ebono nur oin on der beidon Punkto 0, 1 urakreisen, und zwar muss 
dies wenn cs «-mal jiositiv herum gcsohiebt, auob n-mal nogativ horum goscbebon, weil ebon dio Summo 
der Urnkvoisungcn Null ist. Dio Function r — x{x) = t{G{z)), diesolb^ Modulfunction, dio wir bisber 
so beaeiolmet babon, wird, wenn z von zo fiber Zi nacb zo stetig zurfick goffihrt wird, zuletzt denselben 
Worth wiedev orlangon, den sio zuorst batto; donn wonn auch x don Punkt 0 odor 1 «-maI positiv um- 
kreist, bo muss sio ilin doch obonso oft nogativ umkroison, obno don andorn mit zu umkroisen, und es 
gewinnt desball) t seiuon alton Worth wiodor^ 

Scbalton wir nun ans Z^ oin Stfick zizj aus, wo in der Zugrichtung auf einander folgon, 
und scbalton dafUr oincn in z, bcgiiinondon, in z^ ondondon Zug oin, so dass die grfisste Sehwjinkung 
^ (5 ( 2 ) auf Z~i-\-"ziZi kloinor als Eins ist, so bleibt r ungoandort, wonn z von zi fiber ^ naeli 
za nnd von da nacb z, fiber (nogativ) gofltbrt wird, aus dom oben angogobonon Grundo. Es bleibt 
aber auch t ungoiindert, wonn z auf Zj von zq nacb zi, von da tthov Z^ nacb Zi, von da fiber 2j (posi- 
tiv weitor) nacb zo goflUirt wird. Dios kann nilmlich so goscbebon: Man fltbro z von Zo pacb zi fiber 
Zi, von zi fiber nacb zi, von za nacb zi nogativ tlbor i?), von zi nacb zj nacb zo positiv fiber Zi zum 
Anfang Kurllck. Golangt z zum orston Male nacb zj, so hat dort t oinon bestimmton Worth ri an- 
genommen; ffibrt man dami z tlbor Zi nacb zj, so nimmt dort r einon Worth an; ffilirt man dann z 
von zTa naob z, (nogativ tlbor Zi) weitor, so orhillt dort r don vorigen Worth naob den bier be- 
wiesenen Slltzon wiedov. Ffibrt man dann z nacb zj (positiv fiber Zj} zurfick, so orLtllt r dort don 

Worth Ta wiedor, woil z donsolbon Weg zwoiinal vor und zurfick durcbschreitob Es ist also ganz 

gleicbgiltig, ob z sieb von zo naob zj auf Zy begiobt, odor ob fllr dio Zugstrocko zizj dor Zug Zi oin- 
gesohaltot wird, und os muss dcmnacb, wonn z von z^ aus (positiv fiber Zy) weiter nacb zo zurtlck- 
goftlhi't wird, dort t scinen Ausgangswortb wiodor orbalten. Erwoiteru wir nun don aus Zy+Zi be- 
stobendon Zug, in dem die Strccko 'zj zj zorstort ist, untor gloicben Bedingunpn von nouem u. s. w., so 
golangt man zu dom Satzo, dass t iiu Punkto zo jedosmal soinon Worth wiodor eilangt, wonn z liboi 
einon Boliobigon gosclilossonon Zug von z# zu diesom Punkto zurfick gofllbrt wird; wir finden, dass r 
in dor z-Ebono oino oinilndrigo, oinwortbigo und, da sio fttr ondliebo z ondlicb bloibt, ganzo (transcen- 
dento) pi'unction ist. Dor rcollo Tbeil von r wird abor nirgend positiv. Eino solcho Function kann nacb 
§ 23 xiiclit aiulors oxistiren, als wonn sio constant ist. Domnach muss G{z) oino Constante sein, w. z. b. w. 

Ist A’(z) oino ganzo trnnscoiidonto Function, dio don Worth Null nicbt annimmt, so ist lgF{z) 

t=G(z\ obonfalls oine ganzo transcondonte Function. Sio nimmt von don Wertben ^I'o, 

Iga, ... hiicbfltons oinon nicbt an, und folglich nimmt i'’(«) don Worth a unondlieb oft an. D? 
Umkehrmig von F{z) ist oino unondlieb violdoutigo Function.- 

§ 126. Eutwickolung dor Function daw in oino trigonomotrische Reibo. 
wickolting dor elHptisobon Functionon in trigonomotrische Reihon ist, thoils wegon de' 
theils wegeu dor Bosolirftnktboit ihror Convorgenzen, von gorinpror Bedeutung, als 
dureh Tbetafunctionen. Docb mag dio Mothodo an oinem Beispiol kennen gelornt 

K als rcell voraussetzon. Wir sotzen w^clgz, wo ist, so dass u ur 

um den Punkt Q horum goffihrt wird, Dann soion t’l und Vi zwei Kreise uir 
zrEbeno, mit don Rndion n < 1 und rj > 1, doren Radien so wonig von 1 



[§§ 125-126 


n^^ti { TiT 


SO 


■ — i;}L> — 

zwischoii ilinon da{cl(iz) nioht unoudlich gross wird, so dass dioso Ftmclion fdr das '/wiscimn •( 

II fit ID fill b 

/ i—'micioQui = 

Dioso Intogralo halipn, woil dai oino aonulo Kunotion von / iKf ilmiMhihnn i 

eina von ilmou nnogoworlliot ku wordon Itmiinlit. -- Krotninkon wiv dan yivoito Iiitn"i-iil iil.n v It 
oiuoB PamlIol«sm.n,„on ,„it doi. Kokon -i.A- + “ T., « 'l'« I ogroimms 

J'c lH»w A-'i /r ^minf ; U f , 

“ l-Hiv ainn- all,, „.«on 

( 2 /-|-l)//('Miat abor don Worth ’ inuUiidunit nut Dus llosidiium im hiiikto 

.0 unnno .lomolbon, ,von» a |,l, ,v, „| 1 „ p„„„„ 


(luu 


A' 1-1- ^ ' 


MI/IU 


■ f ’ \ • P 

' A') , - . a . j . 0 (ffiim : /r) 

It 


«ud Sr -*■ 

tibor das Roohtoek -i./r .\.A’4-li/,' -7' I n \ , Ii'IchthI Jdundu ist dio imifto dos 

dio uutor doni Winkol nroil/' iromi dio vmIIa a ./ ' woil dio Iiito/anUionon lllior 

voollon Acimo parallolon Hoito.i wogo,, dor KigoZlijrS ^ f' "‘'“f zur 

Dioaos Intogml ist abor doioh dom mif mnir v ■ . )^ ’ -dau ounindor /^loudi hIiuI. 

also gloich 2ijc.~i = 2x also ist rn** *'*"^*’" Homduuiii dor li'uiiolion duu iin I'luikto ill', 

2A ^ f’ 

H..ran U« ,.o„ „ 

Midtiplioirt man dies Product aits 

doroii Exponotiton alio dio Zaliloii sind woIi hrall!”M von ,/ forlH(!hroiloiido Koiho, 

Botraoliton wir liiorvon nur dio Priinzaldon mwl va. 7'''"’^’"” ^^'^'*''•''*''(■0 darstolllmr sind. 

Doppolsunimo, wolcho obonfalls oino Potonzroilio von'f 'T^'* i* '"'I darstollomlon 

Ib'iinzahlon nur dio von dor Form 4n | i 7i.|fA, ^ r ' *'"* wolidior ollbnbar von don iiugoradon 

man don zablouthoorotiso Ion sI M h<T orh/llt 

Acyimcto^ j dos lforJclior^y*(U^^ QuXittmvo^^ *7" + ^ lot dio 

nmii fill i cliiroh linoaro Substitution oino function viortou (Irados in z, so kaim 

dio oino Quadratwurzol aus oinor kLou f Z' oinfllbron, und fill' .V oino nouo Adjuucto, 

Sloi«l,u„e.. = 0 ko,i,,,/nior li„«ri S »>, 'Vdiid man oino Wnnil do.! 

don Horoioli f, z In oinon ihin cnnRrnontoii van In * n*"***. oinni,,oi,, dnroh dio man 

c»„e, nonton van dor BowllnnoWon l!i„on«ol,„f, nl,o,rulnon kann. 
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man als Gvundgi'osse clos Bereiches eine Function j zweiter Oidnung, doven Werthe fllr dassolbe s nioht 
in Gruppen untoveinandor gleiohcr zeifallou, so bestelit naoU § 83 zwischen s und i eino Gloiohuug 
votn zweitcn Grade in s und vom viertoii Grade in j. Dio Vorzwoigungaatellen des Bereiches s, j sind 
die, in donon, init Kiomann zu reden, uuondlioh klein zweiter Ordnung wird, oder in donen sioh j 
in die Form A-t*-hG(z — z'y + D{z—.z'y-\-,.. entwickoln liisst, also in eino Potcnzrei lie, in der die 
oi'Ste Potonz fohlt. Man kaiin nun die in j willkllrUclien Constnnton so oinriohten, dass dies fllr oinen 
bestiminteu beliebig gegobenen Wertli von j gesehiebt. Dicser ist dann eino Vorzwcigungsstello. Nimmt 
man fllr i eine ganzo Function zweiter Ordnung von s und so muss dieselbo, wonn sie niebt 
oine linearo Function von z allein ist, in oinem dor boidon unondlich fernen Punkte des Bereiches un- 
endlich gross zweiter Ordnung vverdou, iin andorn endlieh bleib^on. Eine solche Function ist 

J = «,22 -(- 2fli 2 -t- c -I- 

worin g willkllrlieh ist. Entwickelt man dioson Ausdruck fttr sohr grosso Wertlio von z nacb ab- 
steigondon Potenzon dieser Grosso, so hat die Entwickelung fllr das eine Vorzeichen von s die Form 
j — 2 +A +zl 3 z;-^ + < • • > woraus uragekohrt JWgt . 

z — A'\/i-\- Ag-]- A\\/f^ + + .. ., 

so dass dort z und also auch s oine zwobindrigo Function von j ist. Dio Entwickelung fllr das andere 
Zoiehon von s boginnt mit der Constantcn, und z ist fllr diose Stelle oine rogulilre Function von 
Der s, z congruouto Boroieh s, j cnthlllt domnach eine Grundgrbsso j, fUr welche oin Vorzvvoigimgsvpertli 
unendlich ist, und man kaun nun loicht fllr s eino Adjuuoto § oiufllhron, so dass eine ganzo Function 
dritten Grades von j iat. Urn die auszufllhrondon Roclinungon zu erleiohtorn, machen wir die, die AU- 
gemoinheit offenbar hiclit boschrilnkendo Annalime, dass «o — 1, a, = 0 sei, und setzen c ■= 0. Alsdann ist 

s2==2'»-l-6a2 2:'* + 4a32;d-a.i, j = 2* + s. 

Hieraus ergiobt sich 

(j — ■s)* + 6a2(i — 5) + 4a3Z + «.| — j* + 6«2j + a.i — 2j(j + 3ffl2)= dajz, 

-I- 6 «2 + a.! ~ 2 s (8 -h 3 1 6 a* (jj—s), 

Dioson Ausdruok muUipliciron wir mit (5-{-3a2)^ und findon so 

[(52 + 6«2 8 + a.i) (J + 3 flj) — 4 — 2« (i + 3«2)212 = 1 6 i (j + 3 «a)2 + 16 — 8 (j + 3 a^) (j^ + 6 0,8 + «4 ) . 
Wonn man jotzt 8 fllr (82H-6o2iH-«.,){i + 3fl2) — 4a^— 2s(5-|-3a.j)'^ oiufllhrt, so ist dor Boreicb 8, j dem 
Boreiche s,z congruent, und 8 ist die Quadrat wurzol oinos Ausdruokos vom dritten Grade. Au mosor 
Transformation ist die Auflbsung oinor Gloichung vom viorten Grade nioht nbthig. 


§ 127. Eino Transformation zweiter Ordnung. Es sei dhg(z) ^ 

{>-h«(zst), so ist d7,„(2) oine Thotafunetion zweiter Ordnung in Bozug auf die Periodon fjt, r (siehe 
§ 50), mit dor Charaktoristik h,0. 1^^u(^) verschwindot fttr 2 = 0 und z = -ft. Es kann sich doshalb 
diose Function von der Thotafunetion zweiter Ordnung_mit dorsolbon Charaktoristik, S'ii (z)ni(2V ^ 
duvcb oinen constantcn Factor untorschoidon. Es ist fl-i 1(2)== (2)^01 (z). Die 1' unction 

ist oine Function zweiter Ordnung mit dor Charaktoristik 0,0, sie ist doshalb nach § 50 in dor I'orm 
^01(2) == (2) + y (2) darstollbar, worin /?, 7 Coustantou sind. Dividirt man die oine dieser Gleichun- 

gon duroh die andre, sotzt —um:^K fllr 2, r^—3tK'\K, ftlhrt die olliptischen Functionen oin, deutsehe 
Bezoichnung fllr die zum Modul gohorenden bonutzend, so erhiilt man die Beziehung 

8a (A/«) ~ M : (1 + y'^a^w)’ 

Fllr w = K folgt 1 >=«'': 1 -I- y'. Da forner 8a = 0 °, sa^-^W — — 1 : * Jst, so muss y>=k 9 
Dividirt man beidorsoits mit u und geht zur Gronzo Null Ubor, so folgt + Dai a* 


giebt sioh die Transformationsformel 

8a((H-*)M) = (l + A)sa«:(l+*«'»*«)* , _ 

Den Modul der doutsch bezeichneten Function findet man fllr u=>K-{-^iK\ er ist f — 
Es ist noch ca((H-/f)M) = caMdaM:(l + /'f^fl*w)> ha((l+A)M) == (i /c5a*i«):(l + A:5a^M). 


§ 128. Eino zweite Transformation zweiter Ordnung. Zu einer andorn T 
zweiter Ordnung, der sogonannten Landen’scbon Transformation, gelangt man durob Bo 
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Tlietafunctionen zweiter Ordnung = •9-S(,(2^r, 2t), deren Clmvakteristik (i,g ist. Dio Function 

veisckwindet fUr z = Q und fUr z = i-m. Sio kann sicli denmach von dor Thotafuuction 
zweiter Ordnung mit derselben Charakteristik j 0 ’ii(^)^io(«) nur durch oinen eonstanton Factor unter- 
scheidon. Dio Thetafunction zweiter Ordnung #01(2^) vorschwindet fttr z — ~t, und 

kann sich demnaeh von nur durch oinen eonstanton Factor unterschoiden. Durch Division 

der so orhaltenen Gleichungen, durch Einfllhrung von «< und dor elliptisohon Funotionon, die wir deutseh 
bezeichnen, wenn sie zum Modul 2t gohoren, folgt MMii — asaucauidau^ worin a constant ist. FUr 
m = wird die linke Seife 1, dio reehto abor gleich « : (1 + /c'), so dass a = ld-AM8t. Dividirt man 
boiderseits mit u und geht zur Greuze 0 liber, so folgt #= «= + Somit gowinnt man dio 

Gleichungen ~ saucaui da ti, 

ca (1 + A') « '= ( 1 — (1 + A') saH) '.dau, ba (1 + A') m = (1 — (1 — k') saHi) '.dmt, 

Der Modul f aber dor deutseh bezeichneten Functionen ergiebt sich fllr u = und ist f=i 

( 1 — A');(l + A'), A := 2 l/t:(l'|-f). Dieso Transformation ist benutzt wordon, um daran eino dirccte 
Auswertbung der elliptischen Intograle durch dio Methode des arithmotisch-goomotrisohen Mittols zu 
knUpfen. Vgl. Gauss’ Werke III, pag. 333 . 

§ 129 . Die Legendre’sehe Bozeichnung. Dio Legendro’sohen Normalfonnon dor elliptischen 
Integrale der drei Gattungon gowahren dadurch einon andorn Anbliok als dio hior angogobonon, dass 
Legendre fllr die Variabelo z eine trigonometrisoho Function sin(p setzt. A(p ist Logondro’s Abkllrzung 
fllr /l — A2^^>l2rp. Bei ihm ist F{^) odor, wenn dor Modul mitbozoichnot werdon muss, F{<p,k) das 

Integral (erster Gattung) f {}•. A (p)d(p. Ist 9£p = -^3r, so orhftlt man dio von Jacobi mit K bozoichnoto 

GrOsse, welche Legendre das vollstlindigo Integral naunte. Dio obero Gronzo nannte or dio Amplitude. 
Setzt man u~F{(p), so ist nach Jacobi (p = aviu dio Amiditudo von u, Jacobi bildoto die trigono- 
metrischen Functionen dieser Grfisso und nannte sio elliptisoho Funotionon, dio Iiitogralo abor, dio bei 
Legendre olliptische Functionen heissen, nannte or olliptischo Integralo. Es ist 

A(p = dau, dU‘=d(p'.Ag> = damu-.dau, datidu — damn — dare sin{sau), 

Mit E{(p) bezeichnete Legendre das Integral zweiter Gattung J'^A{(p)d(p^ und mit E das voll- 

stdndigo Integral von 0 bis -j-jr. Es ist 2()i(«) = {^KE(ff^) — EF(<p)') xK, Die Legondro’sebo Bozeichnung 
fOr dio Integrale dritter Gattung wird kaum mohr angowandt. 


Formeln aus dem Gebiete der elliptischen Functionen, 


^01 mein der hior folgendon Sammlung, doron Zusammenstollung fllr dio Rochnung mit Theta- 
une lonon und e liptischen Functionen vorthoilhaft sein ditrfte, sind grossonthoils in dem vorstehendon 
•ff'iif jedoch unter ihnen auch einigo enthalton, welche sich nicht un- 

Blattern vorfinden. Diese sind jodoeh ohne zu grosse Millie mit don 

gegebenen Mitteln zu ontwickeln. 

I. Bezeichnuiigen. Es werdo zm- Abktlrzung gosetzt 

@ (p{m) + 55(2) + . . ., @ 9)(»j) =, . . . 9, (_ 2) + cp{-~ 1) + ^(0) + f;,(l) + . . . , 

5P9)(m) = ^(0) 0)(1) m(2) , , 

wobei »i als Summationshuehstabe, a als Produetbuohstabe typisoh sein mdgen. 


Dio goomotriscbo Faotoriollo, oino ganzo tranaeondonto Function, wird, 80 lango absq<,l 
iat, (luroli dio G-loichung dofinirt 

(z) = ^^(1 — cj”z) = 1 + ©( — a (1 — — //i). . , (1 — , 

Sie gondgt dor Fiuiotionalgloiehung (1 — z)}v(f/z)==w(z), und man bildot aus ihv oino eindoutigo Function 
mit zwoi vvoaontlieh singuUlron Stojlon duvcli dio (Jloioliiing 

/(z) == iv{z)w(q:z) = 51J(1— (?''z) (I— («“+': z:)) = /f©(~ 
wololio Koihonoutwickoliuig aus dom Product loicht mittols dor Functionnlgloioliung z/" ((?«) = — f{z) 
fliosst, Sohroibon wir sodann q'‘‘ fttr q uiid oiiimal fUr — 'Ziq^ oin andormal e*' fttr ziq, und dofi- 
niron r (don Modtil) durob r = lgq, und vorstoiiou unter !5) oino von z uuabhiiugigo Grosso, so orhalton 
wir dio sogonannton Tbotafunctionon, dofinirt durob dio Gloicbungou 

1) i9'(z) = i9oo(z) = = == ® cos%iz+ 

wo zunllobst 5D = © '^(1-1- ist. Sotzt man in 1) und 2) z-(--*-t fttr z und multiplioirt nnch-> 

bor 1) niit + und 2) mit «* + ao orlullt man did boidon Funotiouon 


it) .w.,o(z) = ^ 2<^^qcosiz${l + 'iq^'‘'‘^cos2a = ,9(z + 

d) .9,,(z) = ©e V ^ 2'^\/qsiniz^(l-~2q^''+‘^cos2iz -{-(/>>+*) 

~ ic*+^'/>(z-|-*-T-l- i-ijr) . 

® lUsat siob nacb Jacobi durob oin Product alloin und duveh oino Suinnio alloin, nilmlioh duicb 

5) 3) = (1 — = © (— l-m ^ 

ausdrllckon. 


II. Fuiiotionalgloicluingon uu<l Poi’iodicitilt. Das System zwoior Znblon /j,^, wolcbo dio 
Indices oinor Tiiotafunotiou bildon, lioisst doroii (Jbaraktoristik. Ist h/j gorado, so hoisst dio Oliarakto-; 
ristik gorado, ist das Produot ungorado, so lieisst dio Cliaraktoristik ungorado. Dio Thotafunotionon 
sind mit ihror Cliaraktoristik gorado und ungorado. Es ist 


4) 


1) .9,.,(z) == ©/■(■ ) • 

2) <hu.vh,t»-V<M “ W.. 

Ftlr z — 0 folgt aus 3), wonn ihy ftiv »9Ay(0) gosotzt wird, woboi #i, = 0 ist, 

'9oi( i t) =- (), ( i-T) -= — 

^i'( J T-i- 0, floiCl T-l- ‘ w) = c“iS9',o, — c 

5) ,9-=:<P(l — — #10 = 2 — </''+*)! (1 

6) i9»9oi^9jo = 2l/<'/^(l — t'P,, == /ter/in (z): z = iI)'i9oi^jO) 

7) d'hyiz^-Xm) — (— iy'^^9A„(z), ^^Ap(^'h/tT) = (— l)Wc~2/uz— 

iBt (p{z) oino gaiizo transcondonto Function, wolcho dio Gloioliungen bofriodigt 
8) r/t(z + XiTt) — (— iy'^9>(z), q>{z-)riit) = {—Xy^O 
so hoisst (p oino Thotafunction ;?tor Ordnung und dor Cliaraktoristik h,g und ist ii 

9) f/)(z) = + + 


M’ 


worin dio Summo Qbor dio Zablon r = 0, 1, 2, . , ji’ — 1 zu orstreoken ist, 
mit dom Modul ;jr bedoutot. Dio Function q>{z) — d'{zY^f,x{x)^^i(i{zy 
Ordnung und dor Cliaraktoristik y+d, |8+d. 





[III; IV. 


sogonaunton A<I(lItioiiRi,ho«roiu« dor TlioliiluncHouon. XwiHolion io h-i-i 'I'liota. 
functionon;;tor Ordmu.g gloichor (JharaktonHtik boHlol.t oino lino.uo iMunngcuo Ko|,ui;l 
nut coiiatnnton Cooffioiontoii. Dio Tliotaquadmlo Hind Tliotuliindtionon -/.woitor Ordming mit dor 
C mmk cn. ,k 1,0 I)l„ i»l «i.» „„„u„ I 

ClmrnktomUk A+A', f/+//. llionuiH orldilt man dio (IloinliimKon ^ 

1 ) , v.-. k-‘ \.hn, .. 

3) ,9n, ,9., , /) {z „ /) (/) , (,) ,v, ^ ^ 

V «•.(/) / . 

0 ,r;,(/), 

J i'l ' *n ’/'« (^;l •') '=-= ^^..i (z) Vo. (?) hM <>m (0 I • Hz ) >, , (s) HO -v. . (/), 

1 ? i a’ -T /I"' 7' ' ! 4 ' h"'' "i" (') I (0 

iHt * ^ ‘ ‘ Ky'uPz) - v' 7 ) vi , (?) . 

2^=,,.|aH-rk^ 2a/^=,.H-;v-y-».^ .'H ?/- -2, 

.0 Mgobon .leh (Ho l'«™oln Mf w»l«l,o jM„l,i ,11,, n„.,i„ ,i,„. Tl,„i„f:,„li„„„„ „Z,I '(l ;i.) ’ 

....rob jJLiWw'ir'"'"' ““'“'“’"'a""’ W. io /,-, »io 

S) Jm 6), , («) : u « {)\ ^ =: Wi 8 \ , , ^ (.)[ ^ 

j \ / h*uni h*h*nJi* . in , , 

4 ) A- A. 

e(/,)_«„, _ »„(A)=e, 6.,.(A)_|,, «„V/- W 

b) 6.(.-/.-)=6.,.v,, ^ ,;V, 

bToulinf" '',„,ol„l,o„ ,l„,. vv,„«|„ »i,„| 

7 ) 0 (u)~i-l- 2 e,/mcos(»mi:/O, 8) r7»,(K) =« l-|-2©(.-.iy«,/..mc,,H,w,,. .a 

) © 5 '«(»>-i)co.?(( 2 ;«— l) 5 r„. 2 Z^), Id) W„(j0==.2(/V©//«f«. ■d(_n.«.u 5/,,^ ’ !):»»• 7 ''1 

.eiolumng'lVriiriiSuS^ '""'‘"'f 7 ” 'v“' >" ‘1°‘' ^o- 

irtt 
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14) saK=\, caK^Q, daK = k% sa{K-\-iJ{')~\:lc, cu{K-\-iK')^—ik' (la{K-\-iE!)~(i, 

1 T)) sa Hi ' : ca Hi ' : da Hi' ^i'A'.k. 

Jacobi bodioiit Hich Kur UiitovBchoitIung' dor Tliotafunctionen mit vorsehiedenen Gharaktoristikea 
iiur oiiiofl Index, willircnd hior mit Hennito Dopiiolindicos angowandt sind. Zwiscliou beiden Beaoioh- 
mingon bcfitolioii dio Boxiobungon 

Y. l»orio(licltiii. Dio oliiptiBcben Fimctiouen sind doppoltperiodischo Fmictioiioii. Aus dor 
Poi'iodicitilt dor Thotafunetionon loitot man ohno Mlilio did Boziohungon ab: 

1) saHi-\-lK=sa‘hiAr'i‘Hi' — sa‘^u, ca^u-\-^K — ca:hi-\-‘liIi' — ca'hi, daHA-’i.Ii—(la’^%iA‘^iK‘==-daht, 

2) sau -I- ‘Hi == -va j; -|- ‘2 Hi' = suu, am + ‘Mi = can + 2Ii+ 2 Hi' = cau, dan -\~‘2Ii= date +4?Zf' = daw, 

i)) sauztjvlizk'ifiili' — sau, cau±‘lvK'±fi(2Ji+2iIi') = cau, dau±2}>E±‘\fiHi'=‘^daUy 

4) sa. — M = — sau, ca — u — c««, da — u = dau, 

0) smi — li~ — eau'.dau, can — li = k'sair. dan, dau — K — dali u = k‘:dau 

0) .vaM-|-/I -— *’«/! — H = cau:dati, c«n-l-/f= — caK — « — — k'smr.dau, dau+Ji = k':dau, 

7) .y«?<:l,-;27f = — «/?/, crtK±2A'== — ca?<, dau±^Ii^dau, 

8) .va2A — u~-saH, ca'lK — u — — caw, dalK — u = dau, 

0) sau±Hi' = \:ksau, cuuztHi' = ±dauUksau, dan±Hi' ±cau:{sati, 

10) MM :|- 2 /A' = *•«», crtM:|:2//I'=: — c«K, dau±'iHi' — — dau, 

11) sau-\~K + Hi' —■ daii'.kcun, cau-\-Ji-\-Hi' — k'Hkcau, . dau+Ii-\-iIi'=ik'suy.cuu, 

Dio ClrosHOu Hi' und K Blobon in oiiicni comploxdn Yorh.'lltiiisso zu oiiuinddr, wenn dio Thota- 
functionon oonvcvglron, dabor stobon auch dio Poriodon dor bior dofiuirton doppoltporiodiscboii Funotionon, 
z. B. dio Poriodon Vi, Vli' dor Quadrate von sa, ca, da, in oinoin comploxon Vorhilltnisso zu oinandor. 
Gonstruirt man in dor dio comploxon Zalilon « darstollondon Fibono oin Parallologramm mit don Lokon 
2<o» MoH-2A'-|-2/A'', u„-\-VK', ho nonnt man dassolbo oin Poriodonparallologramra. Ee bat 

oinon von Null voraebiodonon Flilcboninbalt, gloiob aUVi .ahsVK' .sinarc(;iiK'\Vi). Durcb con- 
gruonto Wiedorbohmg dos Parallologrammoa Imdockt man dio ganzo j«-E))ono mit eongruonton Parallolo- 
grammon. Ehio doi)i)oltporiodiBcbo Fnnclion ist vollstlindig bokannt, wonn man sio in oinom Poriodon- 
parallolngramm konnt. Zablon, doren Difforenz oino Summo von Multiplis dor boidon Poriodon ist, 
boiHBon congruont; ibro Trligor in dor w-Ebeno werdon zur Dockung gobraebt, wonn man dio Poriodon- 
parallologrammo zur Dockung bring!, in donon sio Hicb bofmdori. 

Fill* 0 ist ^ 1 

6)(,<)=1, 05, ({{)=!, Bif,{ti)\\/q-==‘icos{3m\Vi), 6uid)\\/q = ‘isin{mi\Vi), 

(-)i^'.6\rq’=‘\/lr\fq — '^, (•h\ \ (■•)’= \/ sau — sin{mr.Vi), can — cos{mi\‘iJi), </«« = !. 

Tritt dio ongoro Bostimmimg binzu W«.<raM:« = j«'0r=l, so folgt noch 2/i'=3r. 

YI» Additioiistliooroiuo. Dicso wordon aus don Formoln untor III, durcb Division orhalton. 
Wird zur AbkUrzung N — gosotzt, so bat man 

$a{u-±zv) = {sau CUV dav zt. sa v ca u da u ) ; A, sa (u -l-n) Stt(u u) = (« a * u sa'^ v ) : N, 

— d) — 2.voMC«udfn)!A, m(m-|-u) — sa{u—v)~'2caudausav'.N, 

ca (li ±v) — {ca u ca v T sa u sa v da u da u) ; N, ca (li H- v) -|- ca (m u) 2 ca m ca u : A, 

ca (li-i- u) — ca (li — u) = — 2 sa u sa v da uda v, N, 1 + ca (mH-u) ca (m — u) = (ca^it + co^n) : A, 

da (w -J: ■u) — (da da v T sa u sa v ca u ca v) : N, da (u -|-u) + da (u — v) = idau da v\N, 

da (li-l-u) — da (« — w) — — 2 A* «a u sav can cav x N , 1 -|- da {u + v) da (m n) = {da^u + do® u) : A, 

CttCMH-u) — coMcaDTsaMcanda(Md:v), sa2u — 2saucaudaux{l A®ca'‘«), 

ca2u ^ (ca®M — i’«*Mda®M):(l — A®^^) = caHi — saHdaVi, da2u — (da®«— A®sa®Mca®«):(l- A®ipa^«), 
m®m — (1 — ca 2 m) : (H- da 2m), ca®M = (ca2M + da2M):(l-|-da2M), 

sa'Au — A’aM(:i — 4(l-l-A®)ca®M-|-(>A®A’a'<M— A'ia9M):(! — 6A®«a‘‘« + 4A®(l'KA®)sa®M— SA'isa^w). 
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|vi viir. 


l/FrCfl-A-'), (/« i /i= = \/lc', su ^ <7i' • ^ ,u, ' Hi' (i i-/,.):/.., 

crt/M- j — \H{': t i /.•, ’■ M/' I-/.', 

= M i/fH' ^^7l'^™ l/' (/« ’/i I- ; //t' ■ I 7.'(4' •//,), 

:[/A'''=-1/(A^"F)Va, ca I K \- I \/i/i‘:k, tUt 1 K !• .I Hi ' . ■ 1 (/.' | //.)//, 

t !l/l-H4\ c« i] l/4':(l-|.4'), <la ;; /{ ■■ l//.', 

sa lIC+ l iIC^\/{/c~i/(')i/c, c« .i| /C |- ^ I///.':/.-, <iit A' ]■ I Hi' I (/.' | 7.)/,', 

:[ ?A:'==3l/(/(f-j~j7i^^ 6V( i! /t |- IHi'^ >\/ A' -J/c, tla'l A" |- I Hi' l7.V.' <7,7/, 

saiK'-\~-^K^]/l~\:Vi/(, i7i::r /l///:(l- //), </«.;A'' I- ; A' 71//. 

saiK'— \K^r, -i/l-i. //:/.•, CMili'-- ,1 7/1. tinHi' J K 

^nr 0/." 

;{ 


o/{^ ‘i/r li 

sa-^ 1-4(1 I • A-) ^ li () , ft/i( su u ; ru a . 


VII. Fovmelir ziu- uunun’Isclum llorocliiumn;. '/.wiKrliiMi li uml IC winl f<iiiit HoziolnniK 
(ladui'oli liorijOHtollt, (Iukh .nv/(| =.;////(. s 7 iK ; k< -j i (|'(ir«: (I) tiiif^oiininiiioii winl, iiiiil iiuin Iml, dmiu 

.. I 727/ 1 I'), lit:' I . /•><.'/, /I 


/. I / -’./a// , , 

1/ w,|. 


1) 1/M7,0==1-|-.2@,-, |/"f j/-f 

2 ) sa*u ^ eaH(lati-'^\/{i ,sv/“«)(l- ^ tui^u< ^ 'dausff n, tiu*K /i^stinritu, 

3 ) Wml \/k'^cos({ {jOHOtzt, ho Ini qr-z\() A 

. . . / ■/ ^ . y . 


fl” l/A'V, lA/l 

— l/Z/V' IfiO/l I7.'\r 

' , 1 7)17 / 1 

17.' \ 

\l-|-l/A7 ‘-iAl 

I I/aY 

' li 

l. l 


i 1 I .... 

A\ „t^g-nK'HC I I 2 /I — l//‘V' , ir>/l' ■l/'/.V' , 

~ 2 l-l-lA- ' Ai i i/a) 

6) J -1-2 ©</>»'*)*.-.=. i -!.</''« M)i() («)•<, AA/v. 

/f — .,5 ,Yi 'Iv’ , •>'/“ , ly',!" \ ‘ 

2i/a'\ ‘ I l y" *■ 1 l y' *'”7’ I /*' '1^(1 I '/■“*')• 

Iflt rf««sK:co,vw, HO iat it/llioniiifi;HW(UNo 

6) cos H s= Y /y i(/A|-ro) ig 4 ( i .... m |.y.j ^ ^ j _ 

7) (sa^Jt)' = 2 l/sa*«. l~-4Y{‘i«. l-™A^vrt'7<, lya'u - ^ l/'(l |7;/«'7<)(l | //J/y,t7(), 

Das Poiulol. Ilodoiitot o dio (lOHOliwiiuUi'koil oiium iiiiithotuiitiHflutii I'oiitlnlH vmi ilar I,aii)ro I 

!°' i" vciikai,,,, 

9 (Iio WnikolfcOKoltwiiidiKkoit, 7 dio h«liwiiif,ninKHdnuor, ho IhI (zmii •I’lioil nlllionmKHWoiHo) 

o,7.:.,/2y..r./,. .,.0, .c 

l(~smia, A =cosia>«m’!‘,7, 1 -- co, v «•.,=. 2. vAi'^jrt, ,ir -.2,p, y 

»= l_co.vr/) = 2j'/n»jr/), sinitpc^ ksa ]/;/(, m>i</>^.tla\/yi, j/,viH " ,v,„ 

/r==«:2mM^-lvr(l-|-2yyi, T <^U'-.\/g ' 

lUis 2 l/,y { m 1 i ,/) r„(gi j ,/ ,g j . | . (g ,j ( ,y,) . 

metrisclio^^Koilion!^*^^**''*^*^^ oHIptlHchor Funclloium (Inrcli 1‘m'tInlbrilcluA imtl Irlgono* 
1 ) = =.2.7V'ygr '.v/«((2»fl~l).>rH:2A) 

/f/f iA l-2y/»"-icos(H:r; A-) |-y‘-'* ^ A// 1 . » 
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2) cau 


AA' ■ 2A' i — 2/y“"--' Cfw(«^r/?) + ?"'-" 


—Yl (S (i’”*”’ ~ 1 ) jru : 2/r) 


klC 


1 -\r Q 


fSJW-l 




/,t 1:.!:;.;''“ "■ = /,, ^ '•■ • ‘^^’) .i. ^ (“1)”'''^ — i) = 2^*') 

^i — mu ~ ‘' \ — xm{u7r:2A’) '' (2w — i)(l— ’ 

1 +A.w,k __ . A^~(— l)<-'r/-’.v/n(( 27 «— i) 5 r«: 2/0 

ly „., s j/,^0 


0 ) m'h( ~ ('ljt'^:/i"/i’) ©?«(/’".vm*(«m<: 2 A') : (1 — ^"')i l(//( — ^> 7 1 1 /«/ + 4 @ ( — 1 )'"//”' : /»(! + ( 7 ’"), 

7 ) 4 A“'‘ : Jr’'' =-■= 1 ■ |- 8 © m /f' : ( 1 -|- (— y)"‘ ) = « 1 == ( 1 -h 2 @ q»‘y , IK : ~ 1 -I- 4 ©5'" ; (1 + (f»’) . 


IX. Dio Aviclii.Igstou liioiivlllo’schon Siitzo. Das Vorliilltniss dor Poriodoii oiner eindoutigon 
dojipolt jioriodiKolion ]''un«ti(ni kami niclit rcoll soin. Eiiio doi)i)olt poriodiselio Function muss iu einom 
I’criodonjiarallclogramiu mindostoiiH zwoiinnl uuondlioli gross wordon. Wird sio )i-inal nnondlioh gross, 
BO sagt man, sio sci voji dor nt'm Oidnung. Dio Sunimo dor orston lloBiduon oiiior doppolt pariodiselion 
i‘'unotion in oiiiom I’oriodcnijarallolograimn ist Null. Eino dopjioU poriodiselio Function wtor Ovdnung. 
Klsst sioh dnroli oino olion sololio y.woitor Ordmmg und doron Abloitung rational darstollon, Eino doppolt 
lioriodiHolio Fnmition iiinimt in oincni Poriodonparallolograiuin Jodou Worth gloicli oft an. Sind dio 
Worllio, fdr wolclio oino sololio Function im Poviodonparallolograinm gloioh u wird, wi, j<i', . , dio, 
ftlr wololio sio gloicli h ^vird, ?o., tii, u }!, . . ., so ist 

M« -L all -I- «« -I- . . . ‘3 Uh 'I- ui H- «fc -I- .... 

Priniitivo odor Eloniontar(ionodon hoissou oin Paar solehor Poriodoii, durcli wololio sicb jodo aiuloro Poriodo 
linear niit ganz/.aliligon Coollioionton darstollon lilsst, Eln Paar priinitivor Poriodon kann auf uuondlioli 
violo Al ton gcbildct wordon, das aim ihiion gobildoto Parallolograimn hat stots donsolbon Fltlehoninlialt. 
Zwisohoii oinor doppolt poriodisclicn Function and iliror Abloitung bostolit oino algobraisoho Gloichung. 


X. Dio lliioaro Ti’iuiHfoi'inntioii dor 'I’luitafuiictlonoii und dor Function sa^u. Sind 
«, (), y, d gaii'/.o Zaliloii, wololio dio llodinguiig «d — (iy —• 1 bofriodigon, so bostolit nacli § 67 dio Gloiolning 


1) 




yr -|" A w '' ’ \yr -j- 6m' yx 6 {.ir ) ’ 

worin i/i oino auf Soito 77 dofmirlo ganzo Zahl ist, das Vorzoiolion abor in otwas complicirtor Woiso 
von «, |9, y, 6 abbtlngt. In dor spooiollon, abor wiclitigon Forinol 

2) -O'huiZft) — \/~ ji:t -tyghQjtz'.x, 

ist dor roollo Tboil dor Wurzol positiv zu noliinou. Hioraus lassou sicli dio liiioaron Transformations- 
forinolu fill’ .v«2« liorloiton. Sio siiid: 

/f) = sa*(M/r, 1 :/f)i — .««-(«, A) ~sa*(u/. A') : ca*(?«/,/l:') = /j7a*(Mf,/r'), 


3 ) 


■ k'^ sa^ (Uf k) ■■ 


sa^fiuk', “j 

V- -U, 

■ i,) 


f)' 










/f2sa*(w,/f) ■ 


(uk\ 7^ 


\ 


4) ca {iu, /() — I', ca («, k‘), da {iu, k) — da (m, A') :ca (w, k^, da {u, k) = oa («/f, 1 1 A) . 


XI, Eliiigo andero 'I’ransforinntionon. 

<\ //( . (\ *\ (l-t-A)s«t« 

1) „(()+*)„,t) = S— 


c«((1 + A)m, 1) = 


cau da u , 
1 + Asa^w ' 



[XI— XIII. 


///«((! + /<■)«,*) = 


(l‘-h/(r)^a It 
salt dan 


(l-|-/r)(l + I')-2, k 


2) sa(M, A') ,== 2.?« 


<(l + /iOM 1 — /c'\ 
. 2 ' 




(1 + /(')«« I— A'’ 
2 ’ i-l-A-', 


3^ + /izVZVl-YitO' 


l-|-|//f'Y 1 — (hiu (Jau — k‘ 

711 ! Qic') i + </« u K -I- A' ‘ 


4) 


1 lH-YA-,(l-l/A).v«(.l/(l-|-l/A)'-«,t) I ^ /I — l/A 

/f d ' vi+i/a 


Vorgloiolit man hior Roollos mit Koolloin, IniaginllroH niit Iniagiullroin, so foigt: 

2ja(-|-;(l-| -|/APw ,0 ^ [(1,”.*).'''*“ (I'l === .1+ cos M> 

I — A.v«»k ■ ’ l~kmht i — i(l -1 - [/A)-h, I) 

^ ' V / i j \ + caudait — /csa-u 
«tMT*(l + /A) 2 w>t)=== > + i i/>, rfrtHv < (I -I- 1 /AP t) == 1 -I- i 
(1 i (1 -I- [/ A)» H, !) = - (1 : t) /(/i J i/> . (Vorgl. § 75 .) 

Obgloich (lurch (Hoso Transformation oiu imaginilros Arguinont oingoflllivt wird, ho kann sic 
(loeh von sohr grossom Nutzou Boin* Int nilmlioh /c > |/ i, bo int 

— 1 ) 2 :(i/ 2 - 1 - 1 )S !/< 0 , 001 ) 007 , // 2 < 0,000 000 000 05 , 

80 (laBB boim Iloohuon mit zolmstolligoii Logaritliniontafoln r/2 hcIiou vornmilililHHigt wordon kann. 


XII. Elnlgo Dilloi’outlalo. 

1) (Isati = \/(i—su^ii)(i—kW^^^ dsa'hi = 2l/srt'^«(l — .vrt*i<)(i — Ic'^ siChij dii , 


2) dcau — 




Ic'^ca'^u 


dll. 


‘i)Jdau — AY(rf«*M — 1)(1 — (I dl{/((u ^ [/(* -I- ///«*«)( • I- A''^/(/«2 «)(/«. 

4) kca u dll — d arc sin (A sa «) = — d arc sin (da u) =a d arc Uj (A sa ir. da u ) . 

5) ksau dll == d Ig (da n — A c« «) — \ d Ig [(rf« « A ca n) : (rfa ?< • |- A cw «)] . 

6) A' ///« M du == 5 dig ((da u i (da u — A')) . 



dig 


can — dati 
caK-|'rfa« ’ 


k'du j. Id sa u -I - da u 

can ^ ' can 


8) daudii — d(amn) — darcsln(sau), Iddti’.datt «==■ durctg(k'tgau). 


XIII, Das Integral orstor GaUimg. Ms Boi ss=l/(i""^*)(l“A''i 22 ), A'*-|-A-'*= 1 , A((p) — 
\/i — Wsin^ip, n(s,z) — u(s,z]lc)s=J'(i',s)dz, j<(l, 0 ) = 0 , z = sm(p, J<'((p)^J''((pfk)~J(l'.A((p))d(p, 
^( 0 )*= 0 , (p^amu. So ist 

1) m( 0, 1) ji:,Ar) m( 0, 1 :/f) = A'-|-/A!' t<(0,l:/f) — m( 0, 1) ■== iA’{ a AO — 

2 ) m(si,2i) + j{(a’4,22)?=m(s,2), z ■== (^i % -|- : (I — Vorgl. § 100 . 

3) F(fpi) + ^(9%) ~ i'XfP)) 9 = (sintpi cosipi /I <pi -|- sin 9% cos 91 /1 91 ) : (I — /{^sin'^91 sin'^92) , 

4) M (1/(17 - z 2)(1-7(^J;0, z) = « (/{i - zf (r-:!j2 :7*), zA) : a, « (^, z) + u (- s, z) : 2/i' (U', 2 iA") . 

5 ) iX-t mst -t- 9, A) = mK-\-F(9., A) , F(~)f mjc + 9, A') — mlF -j- F(9, A') , F(9, i) — sin 9 J<'( 1 ; | , " , sin^ 9) . 

6) .A’(iJr,0==/ir(0 = (l/8/'«cM:))!l/^ 

7) J^(fjt, l:A)=.A(ni-Jr,A)~jT(-i-:(r,AO), JF(\'.k)==kK'(k), ,F(‘ jr,i/2)« (l + 0i’('j 



XIV. Elliptisclio Integralo zwoitor Gattung, 


z a:A) 

2) E=‘E{-kJt,k), E'===E{^ n^lt‘), EK' -\-KE' — KK' = 

4^ l-M)r/-|-2f.(/« -|-49g‘»-|-... ^ 


6) 


E — K_ a;;, ‘iar* — -I- 4(?'> — 9(?» -1-1 ()(?'«— .H-... 


f”') ’ 

‘2jr2 


K 

J sahidu 

/•z'zdz /76>;:,(()) 

A' 0., . («)’ 

K^'k^su'^du 

Ifijsa'^tidu 

/* du ca u da u 

dlgsau 

'' SU^U S«M 

du 

dm‘'*u : du = 

= ?»sa”'‘'^« caudati 



= m (m — 1 ) J'sa”'~'‘ u du — m* ( 1 -h k"^) Jsa"' u du -1- m (»» H- 1 ) w dii . 

J k^cuhidu-Vj .V 
K K caht 

du 


r'ld^du saudati dlycau 




ca u (III 

^ /flsiOi c(iu dig (laii 

da u (hi 


XY. Dio logaritluulHclion DllForontialqnotloiitou dor Thota-runctloiiou odor dio Zota- 
Functioiioii. 

1) a„ “• // » / 77“ ' / rfa»w “ 77®'^ l-ryS"' 


2jr 

"E 


. M7f , , .1 « . ilwac , 

tjsm ,, -|- -f iiq"stn—iy -I- . . . 


K 


, , ,, nn , .. , 2MJr , ,, „ Ihfar , 

1 -t- 'lqcos~j- -)- 2j* Gos -|- X(fcos + < • « 


2) Zviiu) — (.Z(.u) boi Jncobi) »= 1 


E , /• 
77 “■*'/* 


dahidu < 


^'‘•u — k"^ fsaHidu 


K 


3) Z\o{u) 


4) 


KEipp) — EF{(p) 2ar /(/«■» (attt: 77) </^ sini;lnu\ K) q^sini^mr.K) 

77 “77 V i— F ' ' 1 — -70" 

3///aio0<) 

"0« ~ ' aolOO » fi>oii(b) ’/ C«^M 

— ar , mi . 2ar~( — I )"'«**"' sm(?«arM: 77) 

27 ?-''' 2 ?+ir® l-s“ ' 

mi 
^ %K 

8/y<9i»(«)_ 00.(0) 


....). 


2/7 a«< , „ 3acM , ,, Oarw , ,,4„,.7?rM , 

cos 2^ -I- <72 cos H- (7« cos ■2^- + + • 




00.(0) 




sa?u 




2A' 


. mmi 
q^^^sin— 


mi 


3^w 


o:;tu 


J^JL . yc*/ 

-7r"'‘'2 ^+jf®”i= 


41 o I r n ' 


+ 


rtSm 


2E , nu , . SarM , „ , 5arM , 


6) ^=//?(l-|-/c' — \/k‘)K (Jacobi’s Nliberungsfomol fllr kloino /r), 



■1.42 


[XVI— XVIII. 


XVL Poriodicitilt un<l Wortlio fur Hi)ociollo Arguiuoiito. 

1) ^^oo(m+2/0 = Zoo(«), 2[io(«-|-227i'0 = ifo»(«) — (w’:/0, 2oo(— «<) -Zoo(w)- • 

2) 2oi(m + 2/0==^oi(«). 'A,\{u-\-^UK') = Zf,i{u) — {m\K), Z„i (— u) = — Zo, (m) . 

а) Zi«(«-h 2/0 = Zio(«), ^io(«-h 2//iO = Z,o(tt) — («:/0. .^loC— «) - - iJ,o(M) ■ 

4) Z,i(M+2/0 = Zi,(0, Z„(«-|-2///') = Zn(«) — 0‘^:A), Z„(— h) == (0- 

5) Zoo(ffl/0 = Z«i(»(/0 = Z„(/0 = Z,«(0) = {), 

Z,o(//+»//0 = cv-, Zo,07r’0 = 'v, Z,o(/0='», = 

^00 OAO = Z„i (//-t- ///O = Z,„ (?7/0 = Z,« (//-I- ///') = Z, , (///') = Z„ (,/.•+ UC) = - (te ! 2/1 ). 

^01 (-T-^) == '4 (1 — k'), Zfli = — {m : 4/0 -I- ik') ~ J (1 — k‘) + i {k\/{k -|- ik ') : [/l + /f'). 

б) Z(i(m) — ZQi{n) = cau(/au;sau, Zi^{u) — Zoi{tt) = — mu(laH:cau , 

Zoo (0 — Zo 1 (m) = — k^ m u ca u : da u . 


XVII. Addition und Trniisi’Ormntion. 

2) Zo 1 (« -1' 0 — Zo I (m) -|- Zo I (v) — k'^ sa u sa v m (u + v) . 

A\ v /, , rz /.\ t rr / \ I rS(fvcaudau — sci^hicavdav 

4) /i I (w H- t^) = /, 1 (w) ;?! I (v) — y , V 0 , 

$au mv{sa^ti — m^v) 

5) i Zoo Qtt, k) «= -I- Zoo («> k ‘) , ? Z„ (w, /r) = -|- Z( 1 {«, /<') , 


C) iZa[ (/«, 0 = - 2 “; + Zio (k, /f') =■ — lya («, A') </« («, A') -|- -|- Zoi (u, k‘} . 

^ K &,M KM (^o.,(0) " ' 0(A'0"~4A-W»* 

8) {(■)" ! ©) -1- (&" \B)=zot\ IKK', womi B ziun Modal k, B '/,uin Modal A' gohOrt. 


XYIII. PUiptificho Iiitogrnlo drittor Onituiig. 
1 ) n («, V, A) = II («, 0 == « z„, (d) -I- i ipO 


■/ 


t')- /* 
O' - / ■ 

t/ 0 


U.c) 


«aV(T— a^) (I— 

(1 — a*A'^2''‘).v 


A* .va w ca v da v sa'^ti du 
!• — k^suHsa^u ’ 


2) n(K,v)^KZoi(v), Zr(2f/00==2iA’'Zo,(0-l-«w:A', //(«,/0 = {), //(«,/M-/A") = 0, 

71 (//4- iK', v) = (//-I- ///0Z«, (0 -1- «/3t : 2/0 //(t/O 0 = ?7i"Zoi («) -|- (vin : M) -|- I in. 

3) JT(« + 2//, 0 = 77(h, 0 -I- 2/i'Zo,(0, 7/(a, y + 2A)-=< 7/(«,0, //(«, t) -|- 2 iA") = 7 /(h,’o . 
7/(M-h2iA» = //(K,i;) -j- 2/i(//^|-i/00 — 2/7(//,0 

A'-l-fA'' 

— rrf.. \ I o Pk'^savcav duvxa^udu „/ x , . 

-//(«, t;)-|-2 / = 7/(M,0-|-2j/OZoi(0-l'?jrD;/0 

♦-^71 

4) ////(A + iK', 0 — (//-I- /A"')77(/0 0 =: wc, H (— w, t), A) = — //(«. v, A) . 

5) 77(w,t») — 77(ti,M)==MZoi(ti)— «^Zot(M). (Vortnufiolunig von Pammolor uiul Argumoat.) 

' II {u H- 1, v) = .77(«, 0 + II{i, v) + f /i/ , 

J — /(^sausavsaisa{ii-\-l — v) 

r(M,n+^0-/7(«,0"7/(a,,.) + F«*anca7«»^a(«-h«»)-i/^^+|’.~ 

^ 1 — sail sav saw sa{y+7V — u) 

(m. iv k) *= i7 (w, V -(- 7t"; U *) , 11 {iUf v '\-K \k)^ ~ iv +/i'' ; k ^) . 
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<.)) //(«, i A) i 

~=‘)^xt{\ — k')~\--]ilg{(lau~{i — k^\/ k' sau cau ) — — (1 — /Osa^w), 

Licg't a '/wiHdioii 0 uiul 1, ho BotKt man am boKtoii a = sa'v\ liogt a zwisclion 1 mid 1 :A’, bo setet 
man « = ,?«(»; -1-70; li«Kt « zwiHciion 1 : * und <x., so sotzt mau.« = sa(j;-)-i770. ht a rein imaginar, 
80 HotKt man ti~-iiaiv. 

Andoro Formon von Iiitogralon drittor Gattung sind (Jacobi’s Worko I, pag, 537), (9,) 

« « 

\ ,,y AA I i f {sa‘ v\sav) du 

0(t( ) a ■/ c-4,(,i.|.t/) ~ cav{\ — 'k'^siChim‘h>y 

t/o 

u 

u7 (,i\ I ■“) /"x(t\)sn'v(lH 

*'o 

n 

,,V A,\ 1, I /,/"Ai(" /* --ca'vcM'hidu 

M^ioW I U 


cahtdit 


dav{\. — k'^sa'^vsaHi) ^ 


cav (lavsa'^tidu 


«<'fii(y)-l- i /// n '-/’ *T= /*- 

— sa'^v)^ 


mvcavda'^Xidu 




U^fni («)-!• i /// 


Win(y--w) 


V mHi 


/ ^mvsa^v ihC^u 
vM'h) ■ * da'^v Si 

n 

•' u 
f/ 

><4, (»)“■.;/« f,,(„.,|.„) -■y( 


«‘^ii(y)-l- i /// 


/’• 

/ da 

'0 

K 

(^io( y — «) /'{sa'v : sa 

’/ ccfiv — 


fJio{v+u) 


sav) caHidii 
(laHsu’^u *■ 


k''Hav(lavsa‘iuilu „ /x. . . v',„vc.— «j 

“''<•(')+: '» J.^V+a) 


Id'^sctvcavdu 


/* 

/ da y (c‘«2 y — ■ d«* y m*M) 


t/o 

u 


«^i I (y)-!' -.'-•/// 


6 >(y-“?<) 

W(y'h«) 


/ '{sa'v'.s 
(la'^v — 


sav) daH dii 
k^caHsaht,' 


„y /-.A , i./'^Cy 0 /' /.'^(wdyioaiOdK V / \. I> <y(y~0 rk"^Ula'v'.(l 

></..(»)+ . i'"«„+„y = / -tfk=B 

♦ '^U * ' t/n 


day)m^ad« 


k‘^ca^vsa'^u 


IkI 0 ~ l/i; ( 1 — - 0 ( 1 — - xp) , HO Iblgt 


t(A 4 ^./„ '*SiS»((t 2 £i) h < 7 | £&((! S 2 )d'')' 2 S(>‘i(£i £) L , di , fl ’3 

}■ ('^2 ‘I* <b (f c=3 — £'2)-|-(f2Si&(£i — S3) 

'^='”’SuC 3(1-«£|S2)*’ * i;&(S2-Si) ' 

,d ,,.tfSiSu(S2-™Si)-l-'bS£2(S-&) + «r*feSVS-Si)_--’«(tfi£2~<J2Si) , Oi ^2 _ , 

€ agi e^CSi-Si) ■h a. SSi(e2-™g) -I- «iS. g(gi -g) < 1 - xC.^) *' a(g~I,) dCs-so ■■ d (g-^ 

(d.gt-Ojgl)* _ d,£.ig';,(S'3-&)-a2g,S'3(S,~g'3) 

'g,g2(l-«g,g2)'^’ MSi-gl) 

womuB dui'cU Addition folgt 

d .,Sgig2(l-«gig3)*-(gid-l-gdir' -2x0,5, , Jd. , _d3„ , d'3 

^ dg -^55, g2(i--x5,g,)*"-:^(5,(T-£di)^ d(i -x^i) 0(5-5, ■) dl5-53) ^(g-g's) 

Dioao Formoln kOmion, wonu 5,, 5j eonjugirt imnginftr gonommon wordon, dazu dienen, In 
niit oomploxom Paramotor diiroh boIoIio init roollem Paramotor auBzudrIlokon. 
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FUr die numoiiBoben Eoohnuugon mit elliptischou Functionon ist die Gi'Ssse q sehr einfach zu er- 
halten, koramt aber auch besonders oft vor. Es flndet sioh zwai- von Jacobi (Gesammolte Werko I, 
pag. 363) eine Tafel vor, in dor k~sM- gesetzt ist, und in dor dor logaritlimus vulgaris von q fUr 
Worth© von die urn Zohntolininuton .fortscbroiton, auf 5 Decimalon angogoben ist, dio z B. flir 
& = 5", 15« 300, 450, 600, gOo, 

giobt = 6,67813, 7,63683, 8,25461, 8,63563, 8,93347, 9,31515. 

Gonauoro Tafeln jodoch, wolcho sieh auch auf roin imaginilre k orstrockton, wilron nlltzlioh. In violen 
Fallen wird os dom Rechner gblingeu, durch Transformation oin reollos odor roin imaginllros k zu or- 
halton, fill- wolehos q so kloin wird, dass in dor Entwickolung VII), 3 dor Sainndung, das orsto Gliod 
genOgt; os wird also goliugou, fllr q oiiion algobraischen Ausdruok in k zu sotzon. 






